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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh domaéceho kola kategorie B

1. Ndjdite vietky mnohocleny tvaru ax® + bx? + cx + d, ktoré po deleni dvojclenom
222 + 1 ddvaji zvysok x + 2 a po deleni dvojclenom x? + 2 ddvaji zvysok 2x + 1.
(Pavel Calabek)

Riesenie. Pri deleni (so zvyskom) mnohoclena tretieho stupiia mnoho¢lenom druhého
stupna je podiel rovny mnohoclenu prvého stupna. Pritom jeho koeficient pri prvej
mocnine je rovny podielu koeficientov pri najvyssich mocninach delenca a delitela, zatial
¢o absolitny ¢len podielu je neznama, ktord pri danych dvoch deleniach oznac¢ime e,
resp. g. Pre hladany mnohoclen tak méa platit

am3+bx2+cx+d:(2x2—|—1)<gx+e>+x+2:ax3+26x2—|—(g+1>m—|—e—|—2,

ar® +bx? +cx+d= (2% +2)(ax + g) + 22 + 1 = az® + gz® + (20 + 2)x + 29 + 1.

Porovnanim koeficientov pravych stran predchadzajicich dvoch rovnosti dosta-
neme

2e =y,
a
3 +1=2a+2,
e+2=2g+1.
RieSenim tejto ststavy je a = —%, g= %, e= % Ulohe preto vyhovuje jediny mnoho¢len

2 2 2 7

3 2 3 2
+brlder4+d=—a34+ 222+ 204+ 2.
ax xr CT 3.73 3I SZL‘ 3

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte podiel a zvysok po deleni mnohoélena 2z3 + 22 — 3z + 5 dvojélenom z? — x.
Tito skutoénost zapiste vo forme rovnosti bez pouzitia zlomkov. [223 + 22 — 3z + 5 =
= (2% —z)(2x + 3) + 5]

N2. Uréte vietky kvadratické trojéleny ax? + bx + ¢, ktoré st bezo zvysku delitelné ako
dvojélenom = — 2, tak dvojélenom x + 1. [az? — ax — 2a, a # 0]

N3. N4jdite vsetky trojcleny p(x) = az? + bz + ¢, ktoré davaju po deleni dvojélenom z + 1
zvySok 2 a po deleni dvojélenom z + 2 zvySok 1, pricom p(1) = 61. [61-C-I-1]

N4. Najdite vSetky dvojice realnych &isel (p, q) také, Ze mnohoclen x2 + px + q je delitelom
mnohoé¢lena z* + pz? + ¢. [56-B-1-5]

2. Dokazte, Ze pre kazde kladné redlne cislo t platia nerovnosti

t2+1
o< i<
t+1

(Tomas Jurik)

Riesenie. Obe nerovnosti vynasobime kladnym ¢islom ¢+1, aby sme sa zbavili zlomkov,
0S#+1—(t+D)VES|t—1|(t+ 1),
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a pre jednoduchsie Gipravy pouzijeme substiticiu u = v/ > 0:
0<u*+1—(u?+Du<|u?—1](u®+1).

Zrejme plati u* +1— (2 + Nu=u?—vwd —u+1= W -1)(u—1) a u® - 1|(v?+1) =

= |u* — 1|, mame teda pre fubovolné kladné u dokazat nerovnosti

0< (®—1)(u—1) < |ut — 1.

Lavéa nerovnost teraz vyplyva zo zndmeho rozkladu v — 1 = (u — 1)(u? + u + 1),
vdaka ktorému (u® — 1)(u — 1) = (u — 1)*(u? + u + 1) je stéinom dvoch nezapornych
¢isel. Pravi nerovnost potom dostaneme pomocou dvoch zrejmych odhadov:

(W = Du—-1)Z|u—1w* +1) < ju— 1w +u? +u+1) =[u* —1].
Tym st obe nerovnosti dokazané.
Iné rieSenie. Na dokaz oboch nerovnosti niekolkokrat vyuZijeme zrejmii nerovnost
2Vt <t + 1, ktora plati pre Iubovolné kladné t. Pre Tavii nerovnost tak mame
2 2 2 _ —1)2
Pl g Al 4l o2l (1)

t+1 T t+1 2 2(t+1) 2(t+1) =

a pre praviu nerovnost

t24+1 \/%_t2+1—(t+1)\/f<t2+1—2\/¥\/%_|t—1]2
t+1 N t+1 = t+1 t+1

é ‘t_1|7

pretoze |t — 1] = ¢t + 1 podla trojuholnikovej nerovnosti.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokazte, ze pre kazdé kladné redlne ¢islo u plati

U2 s
\/5+\/E:\f+\/§.

[Vyuzite to, ze dvojélen vu — /2 mozno vynat ako z rozdielu prvych, tak aj druhych
s¢itancov oboch stran. Upravy na stéinovy tvar méze ulahéit, ked najskor odstranime
zlomky alebo pouzijeme vhodnt substitiiciu, napr. s = Vu & t = \/2/u.]

N2. Dokazte, ze pre kazdé kladné redlne ¢islo a plati

1
NG

[Upravte nerovnost na tvar %(a +a+1)>+/ala+1)]
N3. Dokazte, ze pre kazdé redlne Cislo x plati

1+ |z| 2 4/|22 —1].

[Vyuzite odhad 1+ |z| = %(|m — 1| + |z + 1|) a potom AG nerovnost.]
N4. Dokazte, ze pre kazdé dve redlne cisla x, y plati

L+ faf + |y + |zy| 2 y/|2? = 1f|y* — 1.

[Vysvetlite, pre¢o hodnota 1 + 22 + 32 + 22y? lezi medzi hodnotami druhych mocnin
lavej a pravej strany dokazovanej nerovnosti.]

>2(Va+1-Va).



3. Nech ABCD je kosostvorec s kratsou uhloprieckou BD a E wvnutorny bod jeho
strany CD, ktory leZi na kruZnici opisanej trojuholniku ABD. Urcte velkost jeho vnii-
torného uhla pri vrchole A, ak maju kruznice opisané trojuholnikom ACD a BC'E prave
jeden spolocény bod. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. HladanG velkost vnutorného uhla pri vrchole A uvazovaného kosoStvorca
ozna¢me «. Dalej ozna¢me k kruznicu opisant trojuholniku AC'D a [ kruznicu opisanti
trojuholniku BC'E.

7 podmienok ulohy vyplyva, ze ABED je rovnoramenny lichobeznik s kratSou
zékladiiou ED. Je teda |EB| = |DA| = |CB], takze trojuholnik BC'E je rovnoramenny
so zakladnou CE.

Bod C je podla zadania jedingym spoloé¢nym bodom kruznic k a [, preto v tomto
bode existuje spolo¢néd doty¢nica t oboch kruznic (obr.1). Vzhladom na to, Ze E je
vnatornym bodom strany C'D (tetivy kruznice k), maji vo vrchole C' obe kruZznice
vnutorny dotyk. Pritom dotyc¢nica t zviera ako s tetivou C'D kruznice k, tak s tetivou C'E
kruznice [ ten isty tsekovy uhol vyznaceny na obrazku. To znamené, ze zodpovedajice
obvodové uhly prislichajice uvedenym tetivam kruznic k a [ st zhodné, ¢ize |[{CAD| =

— |{CBE].

AN B
Obr. 1

KedZe uhlopriecka AC' je osou vnutorného uhla pri vrchole A v kosostvorci ABCD,
je |[£CAD| = o, zatial ¢o rovnoramenny trojuholnik CEB m4 pri zékladni uhly
velkosti [{BEC| = |{BCE| = |{BAD| = «, takze |{CBE| = 180° — 2«. Spolu tak
dostévame pre velkost uhla o rovnicu

1
180° — 2av = =
a=ga

ktorej rieSenim je o = 72°.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Trojuholniku ABC' s vnutornymi uhlami «, 3, v je opisand kruznica. K tejto kruznici
st vedené dotycénice v bodoch A, B, C. Uréte velkosti vnutornych uhlov trojuholnika
ohrani¢eného tymito doty¢nicami. Rozoberte rozne tvary trojuholnika ABC. [Napr.
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pre ostrouhly trojuholnik s rozne velkymi vnatornymi uhlami maja uhly nového
trojuholnika velkosti 180° — 2, 180° — 23, 180° — 2+.]

N2. Dokéazte, Ze rovnoramennému lichobezniku mozno opisat kruznicu a ziadnemu inému
lichobezniku kruznicu opisat nemozno.

N3. V rovnoramennom lichobezniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a |[{DAB| =
= |{ABC| = 36°. Na zékladni AB je dany bod K tak, ze |AK| = |AD|. Dokazte, ze
kruznice opisané trojuholnikom AK D a KBC maju vonkajsi dotyk. [53—B—1-2]

N4. Nech ABCD je lichobeznik s ostrymi uhlami pri zdkladni AB. Nech E je taky bod
zadkladne AB, Ze kruZnice opisané trojuholnikom AED a EBC sa dotykaja zvonku.
Dokézte, ze bod E lezi na kruznici opisanej trojuholniku CDV, kde V je priese¢nik
priamok AD a BC'. [53-B—S-3]

Nb5. Dany je rovnobeznik ABCD s tupym uhlom ABC'. Na jeho uhlopriecke AC' v polrovine
BDC zvolme bod P tak, aby platilo | BPD| = |{ ABC|. Dokézte, ze priamka CD je
doty¢nicou ku kruznici opisanej trojuholniku BC P prave vtedy, ked usecky AB a BD
st zhodné. [59-A-I1-2]

4. Urcte pocet vsetkych trojic prirodzenych cisel a, b, c, pre ktore plati
a + ab + abc + ac + ¢ = 2017.

(Patrik Bak)

RiesSenie. Lavu stranu danej rovnice najskor upravime

a+ab+abc+ac+c=a(l+b)+ac(l+b)+c=a(l+b)(l+c)+c=
=a(l+b)(1+c)+(1+c)—1=14c)(a(l+0b)+1)—1,

vdaka ¢omu dostaneme ekvivalentni rovnicu
(I4+c¢)(a(l+b)+1)=2018.

Cislo 2018 sa d4 napisat ako stéin dvoch ¢isel dvoma sposobmi: 1 - 2008 alebo
2-1009. Kedze je 1+c =2 2aa(l+b)+1 = 3, moze byt jedine 1+c=2aa(l+b)+1=
= 1009, ¢ize c =1 a a(l+b) = 1008. V kazdej vyhovujtcej trojici (a, b, ¢) je tak ¢ = 1,
a preto vlastne hladame poéet dvojic (a, b) spliiajicich rovnicu z konca predchadzajicej
vety.

Cislo 1008 = 2% .32 .7, ktoré sa méa rovnat a(l +b), ma 5-3 -2 = 30 roznych
delitelov vratane jednotky a seba. Kedze 1 + b = 2, nemoze byt a = 1008. Pre kazdy
iny z 29 delitelov a ¢isla 1008 dostaneme jednu dvojicu riesenia (a,b).

Odpoved. Hladany pocet trojic je rovny 29.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Uréte pocet delitelov ¢isla 2016. [6 - 3 - 2 = 36 delitelov]
N2. Uréte vSetky dvojice prirodzenych &isel a, b, pre ktoré plati a+ab+b = 2017. [(a,b) =
= (1,1008), (a,b) = (1008, 1)]
N3. Néjdite vietky dvojice nezapornjch celych ¢isel a, b, pre ktoré plati a®? +b+2 = a+b2.
[69-C-S-3, (a,b) = (1,2), (a,b) = (0,2)]
N4. Najdite vsSetky trojice celych cisel z, y, z, pre ktoré plati

T4 yz=2005 y+zz=2006.

[54-C-S-1, (z,y, z) = (669, 668,2), (z,y,z) = (2005,2006,0)]



5. Dany je lichobeinik ABCD (AB || CD). Uvazujme obe priamky, z ktorych kaZda
deli dany lichobeznik na dve casti s rovnakym obsahom a je pritom rovnobeznd s jeho
uhloprieckou AC, resp. BD. Dokazte, Ze priesecnik tychto dvoch priamok lezi na usecke,
ktord spdja stredy oboch zdkladni AB a CD. (Jaromir Simsa)

Riesenie. Najskor ukézeme, ze priese¢nik S uhlopriecok AC, BD lezi na spojnici
stredu K zakladne AB a stredu L zakladne C'D. Zo zhodnosti vyznacenych striedavych
uhlov na obr. 2 vyplyva podobnost trojuholnikov ABS ~ C'DS (veta uu), ¢o zarucuje
podobnost aj ich ,polovic¥, trojuholnikov AKS a C'LS (podla vety sus, pretoZe v prv
uvedenej podobnosti si zodpovedaju nielen strany AS a CS, ale aj prislachajice
polovice stran AB a CD). Z toho dostavame zhodnost uhlov ASK a C'SL, na jednej
priamke teda leZia nielen ich prvé, ale aj druhé ramené, ¢ize S € KL, ako sme slubili
ukazat.

D L C

S

A K B
Obr. 2

Predpokladajme, ze |AB| > |C'D| (inak zmenime oznacenie vrcholov). Z porovna-
nia stran a vysok trojuholnikov pre ich obsahy dostédvame

Sapc = Sapp > Scpa = ScpB.

Preto uvazovanda rovnobezka s AC' pretina trojuholnik ABC (a nie AC'D), teda jeho
strany AB a BC' v bodoch, ktoré oznac¢ime postupne E a F. KedZze

1 1
SEBF = §SABCD > ESABCU

lezi bod E na strane AB zaruCene v jej ,prvej polovici“ AK. Podobne skimana
rovnobezka s BD pretina strany AB a AD v bodoch, ktoré ozna¢ime G a H, pricom
bod G lezi na strane AB medzi bodmi K a B (obr. 3). Priese¢nik P priamok FF a GH
teda lezi v trojuholniku ABS a podla vety uu plati AABS ~ AEGP.

D L C

H




Este dokazeme, ze bod K je stredom strany EG trojuholnika EGP. Potom uz
bude totiz jednoduché ukazat, ze bod P lezi na tisecke K S.

Vsimnime si, ze v podobnostiach AABC ~ AEBF a ANABD ~ AAGH maja
oba trojuholniky ABC a ABD rovnaky obsah. Obsahy trojuholnikov EBF a AGH su
tiez rovnaké (rovné polovici obsahu daného lichobeznika ABC'D), takze obe podobnosti
maju rovnaky koeficient, ¢ize |EB|/|AB| = |AG|/|AB]|. Plati tak |EB| = |AG|, ¢ize
|[EK|+ |KB| = |AK| + |KG|, odkial vdaka |[K B| = |AK| vyplyva |[EK| = |KG]|.

Bod K je teda spolo¢nym stredom tuseciek AB a EG. Z podobnosti trojuholnikov
ABS a EGP tak vyplyva aj podobnost trojuholnikov SAK a PEK (rovnaka uvahu
sme urobili pre ind dvojicu trojuholnikov uz na zaciatku rieSenia). Jej dosledkom je
zhodnost uhlov ASK a EPK, z ktorej ale vyplyva SK || PK, takze bod P musi nutne
lezat na tsecke SK. Lezi teda aj na spojnici KL, ¢o sme mali dokazat.

Pozndmka. Riesitelia budua koeficienty podobnosti z posledného odseku riesenia zrejme
vyjadrovat cez obsahy trojuholnikov vyjadrené vzorcami

av 1 (a+c)v

Sapc = SaBp = > SEBr = SacH = §SABC’D = YR

pricom a, ¢ a v st dlzky zakladni a v§sky daného lichobeznika.
Alebo sa da pracovat so vzdialenostami bodov od priamok a ukéazat, ze plati

d(P,AS) d(K,AS)

d(P,BS)  d(K,BS)

(Polpriamka SK je mnozinou vSetkych tych bodov uhla ASB, ktoré maja od jeho
ramien rovnaky pomer vzdialenosti ako bod K.) Ak ozna¢ime k spolo¢ny koeficient
oboch podobnosti AABC ~ AEBF a AABD ~ NAGH, dostaneme

d(P,AS) d(B,AC)—d(B,EF) (1-k)d(B,AC) d(B,AC)

d(P,BS) d(A,BD)—d(A,GH) (1-k)d(A,BD) d(A,BD)’
avSak d(B, AC) = 2d(K, AS) a d(A,BD) = 2d(K, BS), ¢im je dokaz ukonceny.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dany je lichobeznik ABCD (AB || CD). Dokézte, ze Styri body, a to stredy zakladni
lichobeznika, priese¢nik jeho uhlopriecok a priese¢nik priamok oboch ramien lichobez-
nika, lezia na jednej priamke.

N2. Dany je lichobeznik ABCD (AB || CD), S oznacuje priesecnik jeho uhlopriecok.
Dokazte, ze obsahy trojuholnikov BC'S a ADS st rovnaké.

N3. Je dany lichobeznik ABCD. Stred zakladne AB ozna¢me P. Uvazujme rovnobezku
so zakladnou AB, ktorad pretina usecky AD, PD, PC, BC postupne v bodoch K, L,
M, N.

a) Dokazte, ze |[KL| = |[M NJ|.
b) Uréte polohu priamky KL tak, aby platilo aj |KL| = |LM].
[60—C-1-6]

N4. Vnutri obdlznika ABCD lezia body X a Y tak, ze cely obdlznik je rozdeleny na dva
trojuholniky ADX, BCY s rovnakym obsahom a dva konvexné stvoruholniky ABY X
a CDXY taktiez s rovnakym obsahom. Dokazte, ze potom tusecka XY prechadza
stredom obdlznika. [43-C-I1-3]

Nb5. Na strane BC, resp. C'D rovnobeznika ABC' D urcte body FE, resp. F' tak, aby tsecky
EF, BD boli rovnobezné a trojuholniky ABE, AEF a AFD mali rovnaké obsahy.
[68-B-1-3]



6. Ndjdite najvicsi mozny pocet cisel, ktoré mozno vybrat z mnoziny {1,2,3,...,100}
tak, aby medzi nimt neboli Ziadne dve, ktoré sa lisia o 2 alebo o 5. (Pavel Calabek)

Riesenie. Najskor ukdzeme, ze z lubovolnych siedmich po sebe iducich éisel, oznadme
ich

a,a+1,a+2,a+3,a+4,a+5, a+6,
mozno pozadovanym spdsobom vybrat nanajvys tri ¢isla. Za tym tucelom vsSetkych
sedem cisel rozdelime do troch mnozin

A={a,a+2,a+5}, B={a+1l,a+3}, C={a+4,a+6}.

KedZe z mnoziny A moZeme vybrat nanajvys dve ¢isla a z kazdej z mnozin B a C
nanajvys po jednom déisle, staci len vylucit pripad, Ze z mnoziny A st vybrané dve ¢isla
(nutne a+2 a a+5) a stcasne z mnozin B a C je vybrané po jednom ¢isle. Vtedy kvoli
¢islu a + 2 je z C nutne vybrané ¢islo a + 6 a kvoli ¢islu a+5 je z B vybrané ¢islo a + 1.
Sucasny vyber ¢isel a + 1, a + 6 vSak mozny nie je.

Pomocou dokazanej vlastnosti teraz lahko vysvetlime, preco zo vsetkych 100 da-
nych ¢isel od 1 po 100, ktoré mame podla zadania k dispozicii, nemozno pozadovanym
sposobom vybrat viac ako 44 &isel. Za tym ucelom zo vSetkych 100 ¢isel zostavime
14 disjunktnych sedmic po sebe idtucich ¢isel

{1,2,3,4,5,6,7}, {8,9,10,11,12,13,14}, ..., {92,93,94,95,96,97,98}, (1)

do ktorych sme nezahrnuli iba dve najvicsie ¢isla 99 a 100. Ako sme ukézali, z kazdej
vypisanej sedmice mozno vybrat nanajvys tri éisla, preto pocet vSetkych vybranych
¢isel naozaj nikdy neprevysi ¢islo 14 - 3 4 2 = 44.

V poslednej casti rieSenia ukézeme, ze vyber 44 ¢isel je mozny a zZe je pritom
jediny (aj ked to dokézaf zadanie tlohy nevyzaduje). Predpokladajme teda, Ze mame
lubovolny vyhovujtci vyber 44 ¢isel. Podla predchadzajiceho odseku vieme, Ze medzi
vybranymi musia byt dvojice ¢isel 99 a 100. Ak pozmenime zostavu 14 disjunktnych
sedmic na

{3,4,5,6,7,8,9}, {10,11,12,13,14,15,16}, ..., {94,95,96,97,98,99,100}, (2)

doéjdeme k zéveru, ze medzi vybranymi musia tiez byt ¢isla 1 a 2. Je jasné, Ze pouzitim
inych zostav 14 sedmic, zloZzenych vzdy z niekolkych prvych sedmic z (1) a niekolkych
poslednych sedmic z (2), odvodime, Ze medzi vybranymi ¢islami musia byt aj dvojice 8
a9,15a16,...,92 a 93, spolu teda vsetkych 15 dvojic susednych c¢isel, ktoré po deleni
siedmimi davaju zvysky 1 a 2.

Co mozno dalej usudif o zvy$nych 44—30 = 14 vybranych ¢islach? Vdaka dokéizane;
vlastnosti vieme, Ze to musia byt ¢isla po jednom vybrané zo 14 sedmic (1); kedze
v kazdej z tychto sedmic si1 urcite vybrané dve najmensie ¢isla, tretie vybrané ¢islo
zrejme musi byt to, ktoré je v sedmici piate najmensie.

Dokézali sme, Ze kazdy vyhovujuci vyber 44 ¢isel musi vyzerat takto:

{1,2,5} U {8,9,12} U{15,16,19} U ... U {92,93,96} U {99, 100}.

Ze tento vyber, zloZeny zo 14 trojic a jednej dvojice, je naozaj vyhovujuici, vysvetlime
lahko: dve ¢isla z rovnakej skupiny sa lisia o 1, 3 alebo 4, rozdiel kazdych dvoch ¢isel
leziacich v susednych skupinach je jedno z cisel 3, 4, 6, 7, 8, 10 ¢i 11; cisla z nesusednych
skupin maju rozdiely aspon 10.



NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

Dana je mnozina &isel {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Najdite vSetky jej podmnoziny s naj-

.....

o 2 alebo 0 5. [{1,2,5,8,9}, {2,3,6,9,10}]
Zistite, pre ktoré prirodzené éisla n = 2 je mo#né z mnoziny {1,2,...,n — 1} vybrat
navzijom rozne parne ¢isla tak, aby ich stcet bol delitelny ¢islom n. [54-C-1-2]
Pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno z mnoziny {n,n + 1,n + 2,...,n?} vybraf styri
navzdjom rozne Cisla a, b, ¢, d tak, aby platilo ab = ¢d? [64-C—S-2]
Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvicsi pocet Cisel tak, aby stcet ziadnych
dvoch vybranych ¢isel nebol nasobkom jedendstich. [58—C-I-5]
Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybranych niekolko roznych éisel tak, Ze sucet ziadnych
troch z nich nie je ndsobkom deviatich.

a) Dokazte, ze medzi vybranymi ¢islami st najviac Styri delitelné tromi.

b) Ukéazte, ze vybranych ¢isel moze byt 26.
[68—-C-II-3]
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