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67.roénik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia uloh Skolského kola kategorie C

1. Najdite najvicsie trojciferné c¢islo, z ktorého po vyskrtnuti lubovolnej cifry dostaneme
prvocislo. (Jan Mazak)

RieSenie. Hladame najvicsie medzi ¢islami abe, pre ktoré vetky tri éisla ab, @c aj be
st prvodisla. Dvojciferné prvoéisla ab, a¢ st neparne, preto ich posledné cifry musia byt
neparne. NavySe medzi nimi nemédze byt ani cifra 5, inak by prislusné dvojciferné ¢islo
bolo delitelné piatimi. Stac¢i teda dalej skimat iba cifry b a ¢ z mnoziny {1, 3,7,9}.

Cifru a chceme ¢o najvicsiu, budeme teda postupne prechadzat moznosti poc¢inajuc
hodnotou a = 9, kym nendjdeme riesenie.

Pre a =9 st cisla91 =7-13, 93 = 3-31, 99 = 3- 33 zlozené, jedine 97 je prvocislo,
a tak ostava jedind moznost b = ¢ = 7. V tom pripade je vSak é&slo be = 77 = 7 - 11
zlozené. Cifrou 9 teda hladané ¢islo zac¢inat nemoze.

Podobne pre a = 8 vylu¢ime moznosti b, c € {1, 7}, pretoze 81 = 3-27 a 87 = 3-29.
Ostava tak iba moznost b,c € {3,9}. V tom pripade je vsak ¢islo bc delitelné tromi.

Ak hladané ¢islo zacina cifrou a = 7, nemoze byt b = 7 ani ¢ = 7, zato ¢isla 71, 73
aj 79 st napospol prvodisla. Zo zvy$nych kandidatov 1, 3, 9 na cifry b, ¢ mozno vytvorit
styri dvojciferné prvocisla 31, 19, 13, 11 a najvicsie z nich je ¢islo 31. Vidime teda, ze
¢islo 731 spliia podmienky tlohy a Ziadne viicsie také trojciferné ¢islo neexistuje.

Hladané najvicsie trojciferné éislo je 731.
Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Za vyltéenie moznosti b, ¢ € {2,4, 6,8} dajte 1 bod, za vylacenie b = 5
a ¢ = 5 dajte dalsi bod. Za vylicéenie kazdej z moznosti a = 9 a a = 8 dajte po 1 bode. Posledné 2 body

dajte za rozobranie moznosti a = 7 a ndjdenie spravneho riesenia. Systematické prehladévanie moznosti
od najvicsieho trojciferného ¢isla bez najdenia spravneho riesenia ohodnotte nanajvys 4 bodmi.

2. Skimajme, ¢ sa dd stvorcovd tabulka n x n vyplnit prirodzenymi ¢islami od 1 do n?
tak, aby v kaZdej stvorcovej casti 2 x 2 bol zapisany aspon jeden ndsobok piatich.

a) Dokazte, Ze pre Ziadne pdarne n sa to nedd.

b) Ndjdite najvicsie nepdrne n, pre ktoré sa to dd. (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Pre parne n = 2k rozdelme tabulku na neprekryvajice sa Stvorcové casti
2 x 2 — tych bude presne k? a v kazdej z nich mé byt zapisany iny nasobok piatich. Na
to ale potrebujeme k2 nasobkov piatich, z ktorych najmensie st ¢isla 5, 10, ..., 5k2,
prinajmensom posledné uvedené vSak medzi prirodzenymi ¢islami od 1 do n? = (2k)? =
= 4k? nendjdeme. Tym je cast a) dokdzana.

Pre neparne n = 2k + 1 vyberieme v tabulke podobnym spésobom k? neprekry-
vajucich sa stvorcovych casti 2 x 2 — napriklad tak, Zze vynechdme jej posledny riadok
a posledny stipec. Aby sme mohli tabulku vyplnif pozadovanym spésobom, musi opit
platit 5k2 < n? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1, ¢ize k? < 4k + 1. Poslednd nerovnost ale
nemoze platit pre k > 5, lebo pre také k je naopak k? > 5k > 4k + 1.

Najviicsie neparne n, pre ktoré mame medzi ¢islami od 1 do n? dostatok nasobkov
piatich, je teda n = 9. Vsetkych 16 nasobkov piatich vpiseme do jednotlivych casti 2 x 2,
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pricom zvysné ¢isla potom vpiSeme do prazdnych poli¢ok Iubovolne:

25| |30 [35] |40

45| |50 |55 |60

65| |70/ |75] |80

Hladané najviicsie neparne n, pre ktoré mozno tabulku vyplnit pozadovanym
sposobom, je rovné deviatim.
Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Za myslienku rozdelit tabulku na k2 neprekryvajacich sa asti 2 x 2

dajte 3 body, za dokondenie dokazu Casti a) potom 1 bod, za odvodenie podmienky n < 9 v asti b)
dalsi bod a bod za uvedenie prikladu vyplnenia.

3. Dany je trojuholnik ABC' s tupym uhlom pri vrchole A, v ktorom D oznacuje pdtu
vysky z vrcholu C. Na kolmiciach na AB, ktoré prechddzaji bodmi A a B, zostrojme
v polrovine ABC' postupne body E a F, pre ktoré€ plati |AE| = |AD| a |BF| = |BD|.
Oznac¢me napokon P a Q priesecniky priamok AF a BE s priamkou CD. Dokdzte, Ze
D je stredom usecky PQ. (Jaroslav Svréek, Jaroslav Zhouf)

Riesenie. Kedze trojuholnik ABC mé pri vrchole A tupy uhol, lezi bod D zvonka
useCky AB. Z konstrukcie jednotlivich bodov tak vyplyva, ze body P a @Q lezia
v opa¢nych polrovindch s hrani¢nou priamkou AB (obr. 1).
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7 podobnosti pravouhlych trojuholnikov ADP ~ ABF vyplyva

|\DP|  |BF| |BD|
|AD|  |AB| |AB]

|AD| - |BD|
|AB|

a odtial |DP| =



pri¢om sme vyuzili rovnost |BF| = | BD| zo zadania.
Podobne z podobnosti pravouhlych trojuholnikov DBQ ~ ABE vyplyva

|DQ| _ [AE] _ |AD] - |AD| - |BD|
= = dtial |DQ| = ——F—5—
DB| ~ [AB| ~ [Ap “edial 1DC [AB]
pri¢om sme vyuzili druht rovnost |AF| = |AD| zo zadania.

Vidime tak, ze dizky tseciek DP a D@ sa rovnaji, a kedze bod D lezi vnitri
usecky PQ, je jej stredom, ¢o sme chceli dokazat.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Zapisanie podobnosti trojuholnikov ADP ~ ABFE a DBQ ~ ABF
ohodnotte po jednom bode, dalsie 2 body dajte za vyjadrenie dizok useciek |DP| = |AD|-|BF|/|AB|
a |DQ| = |BD|-|AE|/|AB| a posledné 2 body dajte za sprédvne vyuzitie rovnosti zo zadania.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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