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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh Skolského kola kategorie B

1. Uvedte priklad mnohoélena najnizsieho mozného kladného stupria, ktory po deleni
ako mnohoéclenom x? — 4, tak mnohoélenom x3 — 8z + 8 ddva 2vysok 1. (Jén Mazak)

Riesenie. Ozna¢me P hladany mnohoclen. Vysledky jeho delenia oboma danymi
mnohoc¢lenmi znamenaju, ze pre vhodné mnohocleny A a B platia rovnosti

P(z) = A(x)(z* —4)+1 a P(r)= B(x)(z® — 8z +8) + 1.

Pritom A a B nie st nulové mnohocleny, lebo P musi mat podla zadania kladny stupen,
ktory je tak aspon 3.
Porovnanim pravych stran dostaneme rovnost mnohoé¢lenov

A(z)(2? — 4) = B(x) (2 — 8z + 8).

Medzi korene mnohoclena na lavej strane urcite patria ¢isla x = 2 a x = —2, z ktorych
iba prvé je korefiom kubického ¢initela 2 — 8z + 8 na pravej strane (to lahko zistime
dosadenim). Preto x = —2 musi byt korefiom mnohoclena B, ktory tak ma stuperi aspon
jedna, teda hladany mnohoc¢len P m4 stuperi aspon 4. NavySe P bude mat stuper Styri
prave vtedy, ked zodpovedajtice B bude tvaru B(z) = a(z + 2) pre vhodné ¢islo a # 0.
(Zodpovedajice A(z) = a(x® — 8x + 8)/(x — 2) nie je nutné pocitat, napriek tomu ho
uvedme: A(z) = a(x? + 2z — 4).)
Vsetky mnohocleny P vyhovujice podmienkam tlohy tak st tvaru

P(z) = a(z 4+ 2)(z® — 8z + 8) + 1 = a(z* + 22> — 822 — 8z + 16) + 1.
N——
B(x)

(Skuska pri uvedenom postupe nie je nutné, pre tGplné rieSenie stacilo uviest jeden

priklad, napriklad volbou a = 1.)

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za vytvorenie potrebnej rovnosti dajte 2 body. Za dokaz, ze hladany
mnohoclen mé stupen aspon 4, dajte 3 body. Za dokoncenie riesenia dajte 1 bod.

2. Dany je trojuholnik ABC' s vpisanou kruznicou k. Jej dotykové body na strandach AB,
BC, CA oznacme postupne K, L, M. Nech E, F st postupne obrazy bodu K v stredo-
vych sumernostiach podla stredov A a B. Priesecnik priamok EM a FL oznacme U.
Dokazte, ze bod U lezi na kruznici k a Ze priamky UK a AB su navzdajom kolmé.
(Jaroslav Svréek, Jaroslav Zhouf)

RieSenie. Z rovnosti prislichajucich tsekov dotyénic ku kruznici k vyplyva |[AM| =
= |AK| a |BL| = |BK]|, preto |[AM| = |AK| = |AE| a |BL| = |BK| = |BF] (obr.1).
To ale znamena, ze bod A je stredom kruznice opisanej trojuholniku FK M a podobne
bod B stredom kruznice opisanej trojuholniku K F'L.
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Obr. 1

Podla Téalesovej vety z toho vyplyva, Ze trojuholniky EKM a KF'L st oba pra-
vouhlé s pravymi uhlami pri vrcholoch M a L. Preto

|KKMU| + |£KLU| = 90° 4 90° = 180°,

¢o znamena, ze M K LU je tetivovy stvoruholnik. Bod U teda lezi na kruznici k£ opisanej
trojuholniku M K L.

Navyse je usecka UK priemerom kruznice k, a kedze strana AB sa jej v bode K
dotyka, je priemer UK kolmy na AB.
Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za dokaz, ze uhly EKM a KFL st pravé, dajte 3 body a dalsi bod

za odvodenie, ze bod U lezi na kruznici k. Za dokaz, ze priamky UK a AB st navzidjom kolmé, dajte
2 body.

3. Cislo 2018 sme rozloZili na sucet niekolkych prirodzenych ¢isel a ich tretie mocniny
scitali. Aké zvysky maoZze tento siucet davat po delend Siestimi? (Vojtech Balint)

RieSenie. Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati n® —n = (n — 1)n(n + 1). Kedze sacin
troch po sebe iducich prirodzenych ¢isel je delitelny Siestimi, je &islo n® — n delitelné
Siestimi pre kazdé prirodzené cislo n.

Ak je ¢islo 2018 vyjadrené ako stucet niekolkych prirodzenych éisel,

2018 =21 + ... + T3,
mozeme pre zodpovedajici sucet T' tretich mocnin pisat

T=a3+.. .+ =
=@ -+ @ ) (. ) =
= (23 —x) 4+ ...+ (2) —x) +2018 =
=6t +6- 336 + 2,

takze ¢islo T' dava bez ohladu na sposob rozkladu ¢isla 2018 po deleni Siestimi vzdy
zvysok 2.
Poznamka. RieSenie mozno podat struc¢nejsie, ak ovladame zéklady ¢iselnych kongruen-

cii. Vieme potom, ze tvrdenie o rovnakom zvysku ¢isel n® a n po deleni Siestimi mozno
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dokézat pre vSeobecné n tak, Ze ho numericky overime iba pre n € {0,1,2,3,4,5}.
Potom uz je jasné, ze aj Cisla

2018 =y +...+xp a a3 +... 4+

dévaju po deleni Siestimi rovnaky zvysok. A ¢islo 2018 dava po deleni Siestimi zvysSok 2.

Za plné rieSenie dajte 6 bodov. Za akékolvek zdovodnenie, Ze prirodzené ¢islo a jeho tretia mocnina
déavaju po deleni siestimi rovnaky zvysok, dajte 2 body. Za zd6évodnenie, ze Cisla x1 + ...+ zx a m“;’ +
+...4+ xz dévaju po deleni Siestimi rovnaky zvysok, dajte dalsie 2 body. Za dokoncenie rieSenia dajte
zvysné 2 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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