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1. Postupnost celjch ¢isel (x,)°%, s prvym clenom x1 = 1 splia podmienku

iI?n::i:.fEn_lﬂ:"'j:le‘l

s vhodnou volbou znamienok ,+“ a ,—“ pre lubovolné n > 1, napriklad x5 = —x1,
T3 = —To + X1, Ty = X3 — T2 — T1, ... Pre dané n urcte vsetky mozné hodnoty x,,.
(J. Foldes)

Riesenie. VypiSme, aké hodnoty mozu nadobudat prvé ¢leny uvedenej postupnosti.
Dostaneme

x1 =1, xzo€{-1,1}, xz3€{-2,0,2}, x4€{—4,-2,0,2,4},
s € {—8,—6,—4,-2,0,2,4,6,8).

Vsimnime si, Ze vsetky éleny, ktoré sme vypisali, st celé é&isla. Dalej je zrejmé, ze pre
i > 2 je kazdy ¢len z; parne ¢islo. (Dalsie pozorovanie je, Ze ak ndjdeme postupnost,
pre ktort x; = a pre nejaké ¢islo a a dané i > 1, tak existuje aj postupnost, pre ktoru
T, = —a.)

Zistime, akiu najvicsiu a akt najmensiu hodnotu méze nadobudat éislo x,, (v za-
vislosti od n). Oznac¢me a; najviacsiu hodnotu, ktori méze nadobudat ¢len z;. Pretoze
postupnosti dlzky i spliiajucich dané vlastnosti je len koneénj pocet, maximum a;
existuje a je zrejme kladné. K ¢islu a; musi pre kazdé ¢ > 1 existovat postupnost
r1,...,T;_1, pre ktora plati

ai:j:xi_lj:‘..j:xl§|xi_1|+...—|—|x1]§ai_1+...+a1. (1)

Vieme, ze a; = 1, as = 1, a3 = 2. Pomocou predchadzajiceho vztahu dokazme, Ze
a; = 2°72 pre kazdé i > 1. Dékaz urobime matematickou indukciou vzhladom na .

19 Tvrdenie plati pre i =1 (a; = 1) ai =2 (az = 1).

20 Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre kazdé k, 2 < k < i — 1, a dokdZme, ze
tvrdenie plati aj pre k = i. Z odhadu (1), indukéného predpokladu a vzorca pre sucet
geometrického radu dostaneme

i—2_1

- T 41=2"2
51 T

a; <ai1+4...+a1=2"34+.. . +2+14+1=
Uvazujme postupnost 1 =1 a x; = x;_1 + ...+ x1 pre kazdé i > 1. V tomto pripade
bude podla predchddzajiceho platit z; = 2¢72, takze a; = 2°~2 pre kazdé i > 1.

Podobne dokaZeme, Zze najmensia hodnota, ak moZe z,, nadobudnuf, je —2" 2.

Zistili sme, ze pre kazdé n > 1 lezi ¢len x,, Tubovolnej uvaZzovanej postupnosti
v mnozine {—2""2 —2n~2 4 2 272 4 4 .. 272} Kktorti ozna¢ime M,. DokaZme
nakoniec, Ze x, moze pre n > 1 nadobudat Iubovolni hodnotu z mnoziny M,,.

Volme znamienka nasledujicim sposobom: xz; = z;_1 + ...+ x1 pre ¢ < n. Pre
tak( postupnost plati x; = 2°=2 pre 1 < i < n. Dokdzme, Ze v rovnosti z, = £2" 3 +
+27-24 . 4+141 mozno znamienka vybrat tak, aby sa hodnota x,, rovnala ubovolne
zvolenému ¢islu z mnoziny M,,. Dokaz urobime opét matematickou indukciou.

1



19 Tvrdenie plati pre n =2 (-1 = —z7 a1l = +z1, leboxr; =1) an=3 (-2 = —
-1-1,0=-1+4+1,2=1+41).

20 Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre k < n — 1, kde n > 4. Dokazme tvrdenie
pre k = n. Zvolme lubovolné ¢islo a z mnoziny M,,. DokaZeme, Ze existuje taka volba
znamienok + a —, ze a = +2""3 £ 2" 4+ . 4+ 1+ 1. Rozoberieme dve moznosti.

1. a = 0. Pretoze a € M,,, je a — 2"~3 péarne celé &islo z intervalu (—273, 2773),
ateda a—2""3 € M,,_;. Z indukéného predpokladu vyplyva, Ze existuje volba znamie-
nok + a — takd, ze a — 2" 3 =424 £ 275+ £ 14 1. Potoma=2""3+2""* &
+27 %4+ .. 4+1+1, éo sme cheeli dokazat.

2. a < 0. Podobne ako v predchadzajicom pripade dokézeme, Ze a sa da napisat
vivarea = —2""3 £ 274 £ 2754+ 4141,

Tym sme dokézali, ze vSetky hodnoty x,, tvoria prave mnozinu M,,.

2. Na priamke p st dané rozne body A, B, C v tomto poradi, kde |AB| =1 a |BC| = h.
Uvazujme kruznice ka, kp, ko, ktoré sa dotykaji priamky p postupne v bodoch A, B,
C. Kruznice ka, kg maju pritom vonkajsi dotyk v bode P a kruznice kp, kc maju
vonkagjsi dotyk v bode Q). Urcte vsetky také hodnoty polomeru kruznice kg, pre ktore je
trojuholnik BP(Q) rovnoramenny. (J. Zhouf)

Riesenie. Ked zvolime velkost rg > 0 polomeru kruZnice kg, st uz tym obe dalsie
kruznice k4, ko urcené. K ich zostrojeniu vyuzijeme zdkladné vlastnosti dotycnic
kruznic. Predpokladajme, Ze kruznice k 4, kg, kc maja vlastnosti popisané v zadani. Ak
oznac¢ime napr. K priese¢nik vnutornej spolo¢nej doty¢nice kruznic k4 a kg (v bode P
ich vonkajsieho dotyku) s priamkou p, ktora je spolo¢nou vonkajSou doty¢nicou vset-
kych troch kruznic, musia byt |KA| = |KP| a |KB| = |KP| (obr.1). To znamena,
7ze bod K je stredom tusecky AB a sucasne bod P lezi na Talesovej kruznici nad
priemerom AB. Ked pozname bod P, lahko uz zostrojime kruznicu k4, o ktorej vieme,
ze sa dotyka priamky p v bode A. Analogicky zostrojime kruznicu k¢.

Sp
Y
Sy Sc
> )
A K\ B /L C
Obr. 1

Maéame zistit, pre ktoré hodnoty rp je trojuholnik BP(Q rovnoramenny. PretoZe
body dotyku P, ) kruznice kp s oboma susednymi kruznicami lezia vnutri opac¢nych
polrovin uréenych priamkou BSp, st oba uhly BPQ a BQP ostré (prislusné stredové
uhly s mensie ako 180°). Ak teda ndhodou vyjde trojuholnik PB(Q tupouhly, moze byt
rovnoramenny, len ked |BP| = |BQ)|. V takom pripade je ale zo simernosti zrejmé, ze
|AB| = |BC|, t.j. h = 1. Trojuholnik BP( je potom rovnoramenny pre kazdé rg > 0.
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Predpokladajme dalej, ze h # 1. V takom pripade moézeme predpokladat, Ze
trojuholnik BP(Q je ostrouhly (inak podla predchadzajuceho odstavca neméze byt
rovnoramenny). Ak je rovnoramenny, bud |PQ| = |BQ|, alebo |PQ| = |BP|. Pred-
pokladajme, ze napr. |PQ| = |BQ| (ako ukdzeme neskor, druhy pripad mozno riesit
vyuzitim stmernosti). Trojuholnik BP(Q je simerny podla spojnice SpSc stredov
oboch kruznic, ktora prechadza bodom dotyku ) oboch kruznic a priese¢nikom K
doty¢nic KB, K P. Oznac¢me eSte L priesecnik spolo¢nej vnutornej dotyc¢nice kruznic
ko a kp s priamkou p (L je stred usecky BC, obr.2) a M priese¢nik oboch doty¢nic
KP a LQ (ten je obrazom bodu L v uvedenej osovej simernosti). Trojuholnik K LM

Sc

A K B L C
Obr. 2

je teda rovnoramenny so stranami |[KL| = |KM| = (1+h)/2, |ML| = 2|LQ| = h, jeho
obvod je 1 + 2h. Velkost polomeru rg vpisanej kruznice vypocitame pomocou obsahu.
Pre obsah S trojuholnika K LM plati

(5 () - e

2 2

a sucasne )

Odtial vychadza
h

N TES (1)

Ak je naopak rp dané vzfahom (1), mézeme zostrojit rovnoramenny trojuholnik K LM
s ramenami KL a KM dlzky (1 + h)/2 a zékladiiou ML, [ML| = h, pricom jeho
vpisana kruznica kp sa bude dotykat ramena KL v bode B. Oznacme P, () postupne
body dotyku kruznice kp so stranami KM a LM. Pretoze K je stred tsecky AB,
plati |[KA| = |KB| = |KP|. To znamen4, Ze kruznica k4 dotykajuca sa priamky p
v bode A a prechadzajica bodom P sa bude dotykat kruznice kg v bode P. Analogicky
zostrojime aj kruznicu ko dotykajucu sa priamky p v bode C' a prechadzajucu bodom Q).
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Zo stmernosti trojuholnika K LM podla priamky K@ vyplyva, ze |PQ| = |BQ|. Tym
je prvy pripad vyrieseny.

V pripade rovnosti | PQ| = | BP| moéZzeme postupovat tplne rovnako. Jednoduchsie
ale bude, ked zmenime mierku pévodného obrazku v pomeru 1 : h, takze bude |AB| =
= h' =1/h, |BC| = 1. Ked naviac vymenime oznacenie bodov A a C, tak sa z rovnosti
|BP| = |PQ)| stane rovnost |BQ| = |PQ|. Podla predchédzajiceho potom pre velkost
polomeru 7% = (1/h)rp dostaneme

/ 1
h h

V2T g ol 4y

rg=1p% =

S| =

£,
h
__h 9
Wy s> 2)

Alebo sme mohli riesit tlohu o nieco vSeobecnejsie za predpokladu |AB| = a, |BC| = b,
potom by sme namiesto vztahu (1) dostali

bva? + 2ab ,
rg = ———. (1)
2(a +2b)

Pre a = 1, b = h vyjde za predpokladu |PQ| = |BQ| pévodny vztah (1), zatial ¢o pre
|PQ| = |BP| vymenime oznacenie bodov A, C' (a tym aj bodov P, @) a do vzfahu (1’)
dosadime a = h, b = 1. Dostaneme tak vztah (2).

Zaver. Pre h = 1 je trojuholnik BP() rovnoramenny pre Iubovolné rg > 0. Pre
h # 1 je trojuholnik BP(Q rovnoramenny pre rp urcené vztahom (1) (|PQ| = |BQ)|)
alebo pre rp urc¢ené vztahom (2) (|PQ| = |BP)).

3. Urcte vsetky mozné hodnoty vyrazu

a* 4+ b* + ¢4
a2b2 + a2c2 + b2¢2’

kde a, b, ¢ si dlzky strdn trojuholnika. (P. Kanovsky)

Riesenie. Najprv ukdzeme, ze ziadna hodnota skimaného vyrazu V nie je mensia
ako 1. Pouzijeme nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (z + y =
> 2,/zy) pre vietky dvojice kladnych ¢isel x, y z mnoziny {a?, %, c*}.

v at+bt+ct 1 (@) + 0 )+ (P tat) o
a?b? + a?c® + b2 2 a?b? + a2c? + b2 c? -
1 2-(a?b? + b + c?a?)
2 a2 4 a2 + b2c2

= 1.

1\

Teraz ukazeme, ze kazda hodnota V' je mensia ako 2. Z Herénovho vzorca pre obsah S
trojuholnika so stranami a, b, ¢ vieme, Ze

5% = s(s —a)(s —b)(s — ¢,
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kde s = (a + b+ ¢)/2. Po dosadeni za s a roznasobeni dostaneme
0 < 165% = —a* —b* — ¢* + 2a%b* 4 2b°¢* + 2c%a’.
Odtial

4, 14, A
4, 44 4 2,2 2 2 2 2 . a”+b"+c
a” +b* + ¢ <2a”b” + 2b°c* + 2c"a”, t.]. a2b2—}—b202+c2a2<2'

Zhrnme vysledok tvah prvych dvoch odstavcov. Zistili sme, ze V € (1,2). Ukadzme,
ze v8etky hodnoty V' zaplnia cely interval V' € (1,2). Zvolime lubovolni hodnotu k €
€ (1,2) a ndjdeme trojuholnik, pre ktory ma vyraz V hodnotu k. Uvazujme trojuholnik
so stranami a, 1, 1, ktory podla trojuholnikovej nerovnosti existuje prave vtedy, ked
0 < a < 2. Zistime, pre ktoré a plati V = k, preto vyrieSime rovnicu

a* +2
L rTe 1
202 +1 i (1)

s neznamou a. Po substittcii a? = b dostaneme kvadratickt rovnicu b —2kb+2—k = 0
s neznédmou b. Jej diskriminant je rovny D = 4k? —4(2 — k) = 4(k? + k — 2). Na to, aby
mala rovnica riesenie, musi byt diskriminant nezaporny, teda musi platit k2 +%k—2 > 0.
Tato nerovnost je splnena pre k € (—oo, —2) U (1, 00), teda aj pre uvazované k € (1,2).
Potrebujeme este dokazat, Ze skimana rovnica ma aspon jeden koren b v intervale (0, 4),
lebo b = a® a a € (0,2). VSimnime si, Ze pre oba korene b; » plati

2k +2Vk2 -k —2
51722 2+ =k+Vk2+Ek-2Z5
Sk+VE2+k—2<k+VEk2=2k <4,

pri¢om sme vyuzili nerovnost k& < 2. Na druhej strane pre koren b; (so znamienkom +

pred v/D) plati
by=k+Vk2+EkE—-22k>0.

Tym sme ukézali, ze 0 < b; < 4. Existuje teda ¢islo a = /by spliiajiice rovnicu (1).

Iné riesenie. Opakovanym dosadzovanim dlZzok stran konkrétnych trojuholnikov
dospejeme k hypotéze, ze 1 < V < 2. Dokazujme najprv dolny odhad 1 < V| ktory je
ekvivalentny s nerovnostou

a?b? + a? + b2 < at + v+ A

Je to bikvadratickd nerovnica s premennou a, takze po substitiicii a?> = ¢ dostaneme
kvadratickil nerovnicu

0<t? —t(b® + %) +b* + c* — b2 (2)
Jej diskriminant je D = (b% + ¢?)? — 4(b* + c¢* — b?c?) = —3(b* + ¢ — 2b%c?) = —3(b* —

—c?)? £ 0. Pretoze naviac je koeficient pri ¢? na pravej strane (2) kladny, je nerovnica (2)
splnend pre vSetky redlne ¢isla b, ¢ a t. Tym je nerovnost V' 2 1 dokézana.
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Prejdeme k nerovnosti V' < 2. Dant nerovnicu prenasobme kladnym menovatelom,
dostaneme
2(a?b? 4+ a®c® + b*c?) > a* + b* + ¢t
Je to opif bikvadratickd nerovnica s premennou a. Po substiticii ¢ = a? prejde
nerovnica do tvaru t2 — 2t(b? + ¢) + b* + ¢* — 20%¢? < 0. Jej diskriminant je D =
= 4(b% + )2 — 4(b* + c* — 2b%¢?) = 16b%c%. Pretoze koeficient pri 2 je kladny, je
rieSenim tejto nerovnice interval uréeny nerovnostami

2(b%> 4+ ¢*) — /D 2(b> + ¢*) — VD
5 <t< 5 ,

(b—c)? <t<(b+c)

Tieto nerovnosti platia, pretoze t = a? a |b — ¢| < a < b + ¢ podla trojuholnikovych
nerovnosti. Tym je nerovnost V < 2 dokdzana.
Ze hodnoty V zaplnia cely interval (1,2), dokdZzeme rovnako ako v prvom riesend.

Inyg dokaz nerovnosti V- < 2. Vyjdeme z trojuholnikovej nerovnosti |[a—b| < ¢ < a+
+ b. Po umocneni na druhti a naslednej uprave dostaneme —2ab < c? — a? — b < 2ab,
t.j. | — a? — b?| < 2ab. Po dalsom umocneni na druht dostaneme

ct+ b+ at — 2¢%a® — 26207 + 2a%b? < 4a®V?,
¢ize
4+ bt + at < 2¢%a® + 26707 + 242V
Odtial uz vyplyva, ze V < 2.

Poznamky. Vsimnime si, ze podobné trojuholniky maji rovnakt hodnotu vy-
razu V. Skuto¢ne, ak a, b, ¢ st strany trojuholnika, st ka, kb, kc pre kazdé realne
k > 0 stranami podobného trojuholnika a plati

(ka)* + (kb)* + (kc)* G U
(ka)2(kb)2 + (ka)2(kc)? + (kb)2(kc)2  a2b? + a2c2 + b2c?’

To znamené, Ze bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze ¢ = 1. Mame teda
skiimat obor hodnot vyrazu
at+0*+1
a?b? + a2 + b?

za predpokladu |a — b| < 1 < a + b, ¢o zjednodusuje a sprehladiiuje vypocty.

V druhej Easti rieSenia sme mali zistif obor hodnét funkcie f(a) = (a* +2)/(2a +
+1). Zrejme f(1) =1 a f(0) = 2. Zo spojitosti funkcie f vyplyva, Ze na intervale (0, 1)
nadobuda vsetky hodnoty z intervalu (1,2).

Dokladnym rozborom uvedenych dokazov zistime, Ze nerovnost V' = 1 plati pre
vSetky realne cisla a, b, ¢, z ktorych aspon dve st nenulové.



4. Urcte vsetky prirodzené€ cisla n > 1 take, Ze v niektorej ciselnej siustave so zakladom
z 2 5 plati nasledovné kritérium delitelnosti: Trojmiestne cislo (abc), je delitelné
¢islom n prave vtedy, ked je ¢islom n delitelné ¢islo ¢ + 3b — 4a. (P. Cernek)

RieSenie. PretoZe (abc), je &islo az? + bz + ¢, mame zistif, kedy vSeobecne plati
ekvivalencia n | ¢+ 3b — 4a, prave vtedy, ked n | az? + bz +c. V nej st a, b, ¢ Tubovolné
Cislice pri zdklade z, t.]j. ¢isla z mnoziny {0,1,...,z — 1}. VSimnime si, ze z — 1 = 4,
lebo predpokladame, ze z = 5.

Ked zvolime a = b = ¢ = 1, dostaneme, Ze n | 0 prave vtedy, ked n | 22 + z + 1.
PretoZe nula je delitelnd kazdym celym ¢islom, musi platit n | 22 + 2 + 1. Ked zvolime
a=1b=0ac =4, dostaneme, ze n | 0 prave vtedy, ked n | 22 + 4. Podobnou
tivahou ako vyssie zistime, ze n | 2% + 4. Ak nejaké &islo deli dve ¢isla, musi delit aj
ich najvacsi spoloény delitel, teda n | nsd(z2? + 4, 2% + z + 1). Tento spolo¢ny delitel
najdeme pomocou Euklidovho algoritmu.

nsd(z? +4,2° + 2 +1) =
=nsd(2® +4,2° +2+1— (2> +4)) =nsd(z* + 4,2 — 3) =
= nsd(2® +4—2(z —3),2—3) =nsd(4+ 32,2 — 3) =
= nsd(4+ 32z —3(2 —3),2 — 3) =nsd(13,z — 3).

Zistili sme, ze n | 13. Pretoze n > 1, nutne n = 13. Ak ma niektoré n pozadovant
vlastnost, je to nutne ¢islo n = 13. Dokézme, ze ¢islo 13 skutoéne dana vlastnost ma.
Odvodena nutna podmienka n | nsd(13, z — 3) je pre n = 13 splnend napr. pre z = 16.
Dané ekvivalencia m4 potom tvar 13 | ¢+ 3b—4a prave vtedy, ked 13 | a-162+b-16 +c.
Dokézeme silnej$iu vlastnost, ze totiz ¢isla a - 162 4+ b - 16 + ¢ a ¢ + 3b — 4a davaji po
deleni trindstimi rovnaky zvysok, teda Ze ich rozdiel je delitelny trindstimi.

(a-16%4b-16 4 c) — (c + 3b — 4a) = 260a + 13b = 13(20 + b).

Uloha mé4 jediné riesenie n = 13.

Pozndmka. Podobne ako v zavere riesenia mozeme dokazat, Zze uvedené kritérium
delitelnosti pre n = 13 plati aj v Tubovolnej ¢iselnej ststave so zékladom z = 13k + 3.

5. V rovine su dané tri rozne body K, L, M, ktoré v tomto poradi leZia na priamke.
V tejto rovine najdite mnozinu vsetkych vrcholov C' stvorcov ABCD takych, Ze bod K
lezi na strane AB, bod L na uhlopriecke BD a bod M na strane CD. (J. Simsa)

RieSenie. Ak je ABCD Tubovolny $tvorec, ktory spliia podmienky tlohy, bude rovna-
kym podmienkam vyhovovat aj Stvorec, ktory dostaneme osovou stmernostou podla
priamky M K. Hladan4d mnozina bude teda osovo stimernd podla tejto priamky a nam
stac¢i urc¢it tu jej cast, ktord lezi v jednej z oboch polrovin s hrani¢nou priamkou M K.

Okrem TubovoIného §tvorca ABC D, ktory spliia podmienky tlohy, uvazujme stvo-
rec AgByCyDy s uhloprieckou BoDy = KM (By = K, Dy = M), pricom vrchol Cy lezi
v rovnakej polrovine ohrani¢enej priamkou KM ako vrchol C $tvorca ABCD (obr. 3).
(Vrchol Cy zrejme rovnako patri do hladanej mnoziny.)
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D \M C D __\M C
Cy Cy
L D,
P
Ag Z Ag
A K\ B A K B
Obr. 3 Obr. 4

Pretoze trojuholniky K LB a M LD st podobné podla vety wu, deli bod L uhlo-
priecky oboch Stvorcov v rovnakom pomere

IBL| : |LD| = |KL| : |LM| = kont.

Velkost uhla LCD (|LCD| = |{LCyM]) je urcena polohou bodu L na usecke MK,
mé teda konstantnu velkost, takze bod C lezi na rovnakom obluku v kruznice opisanej
trojuholniku LCyM nad tetivou LM ako bod Cy. Naviac kruznica opisana trojuhol-
niku AgK L je zhodna s kruznicou opisanou trojuholniku Cy M L, pretoze v jednej z nich
vidno tetivu AgL z bodu K pod uhlom 45° a v druhej tetivu CyL zhodnej dizky pod
rovnakym uhlom z bodu M.

Pretoze bod M lezi na strane C' D, zrejme |LLMC| 2 |£LDC| = 45° (pokial M #
# D, je to vonkajsi uhol trojuholnika DM L, ktory méa pri vrchole D uhol 45°). Pretoze
uhol LM Cy meria prave 45°, lezi bod C na casti obluka v medzi bodmi Cy a M.

Dalej si véimnime, ze vrchol D §tvorca ABCD lezi na obliku, z ktorého vidno
use¢ku LM pod uhlom 45° v polrovine opacnej ku KMC'. Zostrojme bod P (obr.4),
ktory lezi na priesecniku priamky AD a kolmice na priamku MK v bode L. Body
M, D, L a P lezia na Talesovej kruznici s priemerom M P, a pretoze |{MPL| =
= |[AMDL| = 45°, je trojuholnik M PL rovnoramenny pravouhly. To znamena, Ze
bod P je jednoznacne urceny polohou bodu L na tsecke M K. (Bod P vznikne oto¢enim
bodu M okolo stredu L o 90°, pretoze bod L ako bod uhlopriecky BD ma od priamok
CD a DA rovnaku vzdialenost, priamka DA je teda v spomenutom otoceni obrazom
priamky CD; odtial taktiez vyplyva rovnost |LM| = |LP]|.)

Bod D preto musi lezat na obluku § Talesovej polkruznice nad priemerom M P
v polrovine opacnej k PM L, stcasne ale polpriamka DP (ktora obsahuje vrchol A)
nesmie pretnut usecku LK. Odtial vyplyva, Ze vrchol D moze lezat len v tej Casti spo-
menutej polkruznice nad priemerom M P, ktoré lezi v polrovine PK L. Pritom je zrejmé,
7e priamka PK tato polkruznicu pretne v dalsom bode roznom od P prave vtedy, ked
|KL| > |LM]| (pre |KL| = |LM| bude K P doty¢nicou kruznice nad priemerom M P).
Ked oznac¢ime v takom pripade D; priese¢nik K P s polkruznicou 6 a C; prieseénik
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polpriamky Dy M s oblukom ~, je zrejmé, ze vrchol C' padne do casti CyC oblika 7.
V opa¢nom pripade, t.j. pre |KL| < |LM]|, vyplnia zrejme vrcholy C cela ¢ast CoM
oblaka ~.

Naozaj. Zvolme Iubovolny bod C' na ¢asti CyC; oblika v v prvom pripade, resp. na
CoM v druhom pripade. Priamka C'M pretne oblik § v bode, ktory oznacime D.
Vrchol A potom zostrojime ako priesecnik polpriamky DP s Télesovou kruznicou nad
priemerom PK (v prvom pripade mame zarucené, ze bude lezat v polrovine PK Ay,
a nie v opacnej). Pretoze, ako uz vieme, st kruznice opisané trojuholnikom LCoM
a LAoK zhodné, zistime lahko z prislusnych obvodovych uhlov, ze |[{DAL| = |£DCL)|,
takze trojuholniky DAL a DCL st zhodné, teda | DA| = |DC/|. Pretoze polpriamka DL
pretina tsecku MK v bode L, pretne polpriamka AK polpriamku DL v bode B za
bodom K, pricom trojuholnik DAB je rovnoramenny pravouhly. ABCD je teda stvorec,
ktory splita podmienky tlohy.

Zaver. Hladanou mnozinou vrcholov C' $tvorcov ABCD je pre |ML| < |LK|
obluk CyC7 kruznice opisanej trojuholniku M LCj a oblik s nim osovo stimerny podla
danej priamky MK (obr.5), pre |[ML| 2 |LK| je to obluik CyoM rovnakej kruznice
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a oblik s nim osovo simerny podla priamky MK (obr.6).

Co
0
K
Obr.6
6. Hraci A a B hraji na doske zloZenej zo Siestich poli ocislovanych 1,2,...,6 na-

sledugicu hru. Na zaciatku je umiestnend na pole s c¢islom 2 figirka a potom sa hadZe
beZnou hracou kockou. Ak padne ¢islo delitelné tromi, posunie sa figirka na pole s ¢islom
o jedna mensim, inak na pole s ¢islom o jedna vicsim. Hra konéi vitazstvom hrdca A
(resp. B), ak sa dostane figirka na pole s ¢islom 1 (resp. 6). S akou pravdepodobnostou
zvitazi hrd¢ A? (P. Cernek)

RieSenie. Ozna¢me p; pravdepodobnost, Ze vyhra hra¢ A, pric¢om figurka stoji na i-
tom policku. Dostaneme stistavu rovnic

_ 1 " 2
D2 = 3 3p37
_ 1 N 2
pP3 = 3292 3]947
B 1 n 2
P4 = 3293 3295,
1
b5 = §p4-

Postupnym dosadzovanim z jednej rovnice do druhej dostaneme rieSenie po = 15/31.
Pretoze na zaciatku stoji figiirka na policku ¢islo 2, je pravdepodobnost vyhry hraca A
rovnd 15/31. Podobnym sposobom zostavime a vyrieSime systém rovnic pre hraca B
a dostaneme tak, ze hra¢ B vyhra s pravdepodobnostou 16/31. Pravdepodobnost remizy
je teda 0. Tym je tloha vyrieSena.
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