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1. Hovorime, Ze tri navzajom rozne prirodzené cisla tvoria suctovi trojicu, ak sucet
prvych dvoch z nich sa rovnd tretiemu cislu. Zistite, aky najvicsi pocet suctovych trojic
sa moze nachddzal v mnoZine dvadsiatich prirodzenych cisel. (P. Cernek)

Riesenie. Pre lubovolne vybranych dvadsat prirodzenych éisel
1 <xo < ...<T9

odhadneme, kolko medzi nimi moze byt suétovych trojic, teda trojic {z;,z;, s} splia-
jucich podmienky 1 < i < j < k < 20 a x; + x; = x), a to najprv pri pevnom indexe
k € {3,4,...,20}. Nech st to trojice {z;,,z;,,zr}, {®iy, Tjp, Tr}, ..., {24,,2j,, 21}
Potom ¢isla
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st navzajom rozne a vSetky lezia v mnozine {x1,xs,... ,z5_1}, takZe pre ich pocet 2p
plati odhad 2p < k — 1, odkial p < |(k — 1)/2] (kde |a] znadi celt ¢ast éisla a). Preto
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Priklad mnoziny M = {1,2,...,20} ukazuje, ze pocet 90 suctovych trojic je dosia-
hnutelny, lebo pri kazdom k € {3,4,...,20} mdZzeme za ¢islo i vybrat Tubovolné ¢islo
z mnoziny {1,2,...,|[(k —1)/2]}; zodpovedajtce celé ¢islo j = k — i potom skutocéne
spliia nerovnosti i < j < k, takze {i, j, k} je suctova trojica leziaca v M.

2. V rovine si dan€ kruznice ki(Si,71) a ko(Sa,re) tak, Ze Sy € ki a rp > ro.
Spolocné dotycnice oboch kruznic sa dotykaju kruznice k1 v bodoch P a ). Dokdzte, Ze
priamka PQ sa dotyka kruznice ko. (J. Foldes)

Riesenie. Zo stmernosti spolo¢nych dotyc¢nic vyplyva, Ze body dotyku P a @ st
simerne zdruZené podla priamky S;Ss, takze plati PQ 1 S1.S>. Priamka P(Q) preto
bude dotyénicou ku kruznici ko, ked ukdZzeme, Ze priese¢nik K priamok PQ a S;So lezi
na kruZnici ko (obr.1). Ozna¢me eSte O prieseénik oboch doty¢nic s priamkou S7.5;
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a R bod dotyku doty¢nice PO s kruznicou ko. Z podobnych pravouhlych trojuholnikov
S10P a S5OR vyplyva pomer

T |51P| |510| |510| . T‘%
— = = = , odkial |S10|= )
ro  |SeR|  [S20| ~ |S10] — 1 1910 r— 7T

Z Euklidovej vety o odvesne S P trojuholnika S;OP preto vyplyva, ze

T2

r} = |S1PP = [$1 K| - 50| = |S1 K] " lr 7
1 — 72

teda |S1K| = r; —rg, a preto |So K| = |S152| —|S1 K| = 1 — (r1 —r2) = r2. To znamena,
ze bod K skutocne lezi na kruznici k; a dokaz tvrdenia je hotovy.

Iné riesenie. Ozna¢me L priese¢nik kruznice ko s tseckou 5155, M pétu kolmice
spustenej z bodu S; na usecku S;P a R bod dotyku kruznice k; s tou spolo¢nou
doty¢nicou, ktord prechddza bodom P (obr.2). Pretoze So RPM je pravouholnik, plati
|IMP| = |S2R| = o, a preto |S1 M| = |S1P| — [MP| = r; — . Rovnaka dlzku r; — 7y

Obr. 2

ma tiez usecka S1L, lebo r; = [S152| a ro = |S3L|. Trojuholniky Sy M Ss a S;LP maju
teda zhodné uhly pri vrchole S; aj prilahlé strany, st preto zhodné podla vety sus.
Plati teda nielen S1M 1 SoM, ale aj S1L | PL. Bod L vsak lezi na kruznici ko,
takze priamka PL je jej dotyénicou, ktorda s ohladom na stmernost prechidza taktiez
bodom ). Dokaz je skonceny.

Iné riesenie. Ozna¢me O priese¢nik oboch doty¢nic, K pitu kolmice z bodu P
na OS; (vzhladom na simernost oboch doty¢nic podla spojnice S1.5; je to priesecnik
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P@ s OS1) a R pitu kolmice z bodu Sz na OP (obr. 3). Pretoze |S1P| = |S152] = r1,

P
) R
By 0
S |K So
_—Q
Obr. 3

plati |£S1PSs| = |£51S2P|, preto

|£So PK| =90° — |£51S2P| =
=90° — |45, PSy| = |£S2PR|,
takze pravouhlé trojuholniky KSoP a RSsP sa zhoduju v prepone Sy P a prilahlom

uhle pri vrchole P. Preto |S3K| = |SaR| a kruznica so stredom Sy a polomerom ry =
= |S2 R| sa dotyka spojnice PQ v bode K.

3. Zistite, pre ktore redlne c¢isla p maju rovnice
23+ 2% — 36z —p=0,
23 =222 —pr+2p=0
spolocny koreni. (P. Cernek)

Riesenie. Lavu stranu druhej rovnice upravime na suéin.
3 2 _ 2 _ 2
0 =2z —pr+2p=2a°(r—2) —plx —2) = (z—2)(z* —p).

Pre spolo¢ny koreni  oboch rovnic teda plati z = 2 alebo 2 = p. V prvom pripade po
dosadeni do prvej rovnice dostaneme

23422 -36-2—p=0, ¢ize p=—60;

v druhom pripade mézeme prva rovnicu zjednodusit na tvar 2 — 36z = 0, odkial
vyplyva = 0 alebo = = +6, a preto z podmienky p = z? vychadza p = 0 resp. p = 36.

Dodajme, Ze po najdeni rozkladu lavej strany druhej rovnice sme mohli vypisat jej
korene x; = 2, x2 3 = £,/p a po ich postupnom dosadeni do prvej rovnice urcit hladané
hodnoty p = —60, p =0 a p = 36.

Iné rieSenie. Z prvej rovnice fahko vyjadrime p = 23 + 22 — 362 a dosadenim do
druhej rovnice dostaneme rovnicu

23— 22?7 — (2® + 2 — 362)2 + 2(2® + 22 — 362) = 0.
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(bez parametra p), ktortt musi spliiat spoloény koreti oboch pévodnych rovnic. Po tiprave
dostaneme rovnicu z# — 223 — 3622 4 72z = 0, ktorej korene Tahko uréime (st to totiz
celé ¢isla) napriklad postupnym rozkladom

xt — 223 — 3622 + 72z = 22 (x — 2) — 36(x — 2)] = x(x — 2)(2* — 36) =
=z(x —2)(x — 6)(z + 6).
Vidime, Ze spoloénym korenom musi byt jedno z ¢isel 1 = 0, 9 = 2, 23 = 6, 24 = —6.

Ked ich dosadime do povodnych rovnic, ihned zistime prislusné hodnoty p; su to ¢isla
0, —60 a 36 (posledné zodpoveda obom koretiom x5 4 = £6).

Iné riesenie. Spolocné korene mnohoclenov
Pi(z) =2® + 2% —36x —p, Py(x)=2a>—22% —pr+2p
(ak vbbec existuji) st korene mnohoclena, ktory je najvicsim spoloénym delitelom
mnohoclenov P; a P,. Najdeme ho Euklidovym algoritmom postupného delenia zo

zvysSkom. V prvych dvoch krokoch dostaneme ako zvysky mnohocleny

Py(x) = Pi(x) — P(x) = 32% + (p — 36)x — 3p,

Py(z) = Po(z) — (g + 309_7’) Py(z) = (p — 36) (@ - %’) .

V pripade, ked p = 36, je algoritmus skonceny; najvicsi spoloény delitel je vtedy rovny
P3(x) = 322 — 3-36 = 3(x — 6)(x + 6), takze mnohocleny P;, P, maji dva spolo¢né
korene x = +6. Dalej preto predpokladajme, Ze p # 36. Jediny kandidat na spoloény
korenn mnohoc¢lenov P;, P je koren mnohoclena Py, teda ¢islo z = 3p/(p — 30). Staci
iba zistit, kedy je toto ¢islo korenom mnohocélena Ps. Pretoze

P 3p _ 9p(p +60)
\p-30)  (p—30)2"

maji pozadovanu vlastnost iba hodnoty p = 0 a p = —60 (ktorym zodpoveda spolo¢ny
koren x = 0 resp. = = 2).



