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52.ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Ndjdite zdklady z vsetkych ciselnych sustav, v ktorych je Stvormiestne ¢islo (1001),
delitelné dvojmiestnym cislom (41).,. (P. Cernek)

RieSenie. Pretoze v zapise dvojmiestneho ¢isla vystupuje ¢islica 4, nutne plati z = 5.
Z rozvinutych zapisov (1001), = 23 + 1 a (41), = 4z + 1 vyplyva, Ze hladdme prave tie
prirodzené z > 5, pre ktoré je ¢islo 23 + 1 nasobkom ¢&isla 4z + 1. Pomocou Euklidovho
algoritmu najdeme ich najvicsi spolo¢ny delitel. MoéZeme postupovat tak, Ze najprv
vydelime oba vyrazy ako mnohocleny a potom sa ,,zbavime* zlomkov.

1 1 63
23+1:<—22——z+—>(4z+1)+5, /- 4°

43(2% +1) = (162> — 42 +1)(42 + 1) +63. (1)

Pretoze ¢isla 4 a 4z + 1 st nesudelitelné, vidime odtial, ze ¢&islo 4z + 1 deli ¢islo 23 +
+ 1, prave vtedy, ked deli ¢islo 63, teda prave vtedy, ked 42 + 1 € {1,3,7,9,21,63}.
Z podmienky z = 5 v8ak vyplyva 4z + 1 = 21, takze 42 + 1 = 21 (rovnica 4z + 1 = 63
nema celo¢iselné riesenie) a z = 5.

Pozndmka. Rozklad (1) tiez lahko odhalime, ked vyuZijeme zndmy vzorec a3+ b3 =
= (a +b)(a® — ab + b?). Podla neho mdzeme rovno pisat

4322+ 1) = (4%°2° +1) + 63 = (42 + 1)(162° — 4z + 1) + 63.

2. Vnatri strany AB daného ostrouhlého trojuholnika ABC ndjdite bod S tak, aby
trojuholnik SXY , kde X a'Y su postupne stredy kruznic opisanych trojuholnikom ASC
a BSC', mal najmensi mozny obsah. (P. Cernek)

Riesenie. Vnutorné uhly trojuholnika ABC' oznacme ako zvycajne «, 3, v. Podla vety
o obvodovom a stredovom uhle v kruznici opisanej trojuholniku ASC' plati (obr. 1)
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Obr. 1

|£SXC| = 2a, takze uhol pri zédkladni SC' rovnoramenného trojuholnika SC'X ma
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velkost |£ X SC| = (180° — 2«)/2 = 90° — « (vyuzili sme predpoklad, ze « je ostry
uhol). Analogicky sa odvodi rovnost |£Y SC| = 90° — 3. Pretoze uhly pri vrcholoch A
a C trojuholnika ASC' st ostré, je stred X vnatornym bodom uhla ASC'; podobne je
stred Y vnatornym bodom uhla BSC. Preto mozno vyjadrit velkost uhla XSY ako
sucet velkosti uhlov XSC a Y SC.

ILXSY| = |£XSC|+ |£Y SC| = (90° — a) + (90° — B) = 7.

Ak oznaéime este w = |LASC|, potom pre polomery kruznic opisanych trojuholnikom
ASC a BSC platia vztahy

A
sx|= 2461 5 ey
2sinw

_ |BC| _ |BC]
~ 2sin(180° —w)  2sinw’

ktoré spolu so skor uréenou velkostou uhla X SY vedua k nasledujtcej zavislosti medzi
obsahmi Sgxy a Sapc trojuholnikov SXY a ABC:

1SX|-|SY|-sin|4XSY| |AC|-|BC|-siny  Sapc

2 8sin? w 4sin® w

Ssxy =

Odtial vyplyva nerovnost Ssxy = Sapc/4, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked
sinw = 1, ¢ize w = 90°. Obsah trojuholnika SXY je preto najmensi prave vtedy, ked
je bod S pitou vysky z vrcholu C' na stranu AB. (Tato pita je vnutornym bodom
strany AB vdaka podmienke, ze trojuholnik ABC' je ostrouhly.)

Iné riesenie. Spojnica XY stredov oboch opisanych kruZnic pretina spolo¢nu
tetivu C'S v jej stredu Sy a kolmé priemety Xg, Yy bodov X, Y na stranu AB st stredmi
useciek AS, SB (obr.2). Preto | XoYy| = |AB|/2 a pre obsah trojuholnika SXY plati

1 1
Ssxy = §|XY| - |S0S| 2 §|X0Y0] - |S0S| =
11 1 11 1
= _ .= - > .z . e

kde CCY je vyska trojuholnika ABC. Rovnost v prvej z predchadzajicich dvoch nerov-
nosti nastane prave vtedy, ked XY || AB, t.j. prave vtedy, ked C'S L AB, ¢ize S = Cj.
A préave vtedy prejde na rovnost aj druhd nerovnost.




Iné riesenie. Priese¢niky C' a S kruznic opisanych trojuholnikom ASC a BSC st
stmerne zdruzené podla priamky XY, takze pre velkost uhla SXY plati (obr. 3)

4SXY| = J|4SXC| = J -2|4BAC| = |<BAC],

podobne [LSY X| = |{ABC|. Preto st trojuholniky SXY a CAB podobné podla
vety uu, takze ich obsahy Ssxy a Sapc st pomocou koeficientu podobnosti k£ = | XS] :
: |AC| zviazané rovnostou Ssxy = k?Sapc. Pretoze tsetka AC je tetivou kruznice
s polomerom | X S|, plati nerovnost |[AC| = 2| X S|, ¢ize k = 1/2; rovnost k = 1/2 pritom
nastane len vtedy, ked je strana AC priemerom kruznice opisanej trojuholniku ASC, ¢o
je ekvivalentné s podmienkou C'S L AB. Tym je dokdzané nerovnost Ssxy = Sapc/4
aj ndjdend podmienka, kedy nastane rovnost.

3. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic

log,.(y + z) = p,
log, (2 + ) = p,
log (z+y)=p

s mezndmymi x, Y, z a nezdpornym celociselnym parametrom p. (J. Svréek)

RieSenie. Rovnice danej ststavy maji zmysel len vtedy, ked su éisla x, y, z kladné
arozne od 1. Pre také ¢isla x, y, z (iné dalej neuvazujeme) dostavame odlogaritmovanim
ekvivalentnu ststavu rovnic

y+z=2af, z+ax=y", zty=-2" (1)

Ukazeme najprv, ze v obore M = (0,1) U (1,00) je kazdé rieSenie sustavy (1) tvorené
trojicou rovnakych ¢isel. VyuZijeme na to zndmy poznatok, Ze pre p = 0 je funkcia
f(t) = t? na mnozine kladnych ¢isel ¢ neklesajica (presnejsie rastica pre p > 0
a konstantnd pre p = 0). Predpokladajme naopak, Ze pre niektoré riesenie (x,y,2)
plati napriklad = < y. Odpo¢itanim prvych dvoch rovnic z (1) dostaneme y — x = zP —
—yP. Z predpokladu x < y ale vyplyva zP < 4P, takze y —x > 0 a zaroven z? — y? < 0,
¢o je v spore s predchadzajticou rovnostou. Podobne odvodime spor aj v pripade, ked
x >y, a v pripadoch, ked = # z resp. y # z (sustava (1) je totiz v neznamych z, y, z
symetricka).

Stustava (1) sa preto redukuje na rovnicu x + x = P, ktort méme riesit v obore
M = (0,1) U (1,00). Pretoze x # 0, dostavame po deleni ¢islom z ekvivalentnii rovnicu
2 = xP~!. T4to rovnica nem4 riesenie pre p = 1, pre p = 0 mé jediné riesenie z = 1/2,
pre prirodzené p > 2 m4 jediné rieSenie z = 21/(®—1) ktoré moino pre p > 3 zapisat
ako x = "v/2. (Cisla 1/2 aj 21/(P=1) zrejme patria do M.)

Odpoved. Dana sustava mé pre p = 0 jediné rieSenie x = y = z = 1/2, pre p = 1
nems riedenie, pre prirodzené p > 2 mé jediné rieSenie xz = y = z = 21/(P=1),



4. Postupnost (x,)%%, s prvgm clenom x1 = 1 sphia pre kazdé n > 1 podmienku
T :xfil —|—.rffi2+...+xf1

s vhodnou volbou znamienok ,+“ a ,,—“ v exponentoch mocnin.

a) Rozhodnite, ¢i niektory clen takej postupnosti musi byt vicsi ako 1000.

b) Zistite nagmensiu mozni hodnotu ¢lena x1 000 000-

c) Dokdzte, Ze nerovnost x,, < 4 nemoze platit pre devit ¢lenov x,, takej postup-
nosti. (J. Foldes)

Riesenie. Na tivod si vSimneme, ze v dosledku rovnosti x; = 1 plati

To = :L’lil = 1% = 1, (1)

r3 = xzil —|—x1ﬂ = 1% p1H =2,
Pretoze pre kazdé x > 0 st obe ¢isla !, 27! kladné, vyplyva odtial jednoducho
matematickou indukciou, Ze nerovnost x, = 1 je splnend pre kazdé n. Ale ak x = 1,
potom 0 < z=! < 2!, a preto pre kazdé n = 4 platia odhady

Sz, S1+14+24+24+ ...+ 251, (2)

1 1
1+14+-+—+...+
2 X4

Tn—1
ktoré vyuzijeme vo vSetkych troch castiach riesenia.

a) Dokazeme (sporom), ze existuje k, pre ktoré z > 103. Predpokladajme naopak,
7e pre kazdé k plati opac¢na nerovnost x;, < 103. Z Tavej nerovnosti v (2) potom pre
kazdé n > 4 vyplyva odhad

+(n—4)-1073.

DN | Ot

5
xn§§+go—3+1o—3+...+1o—3:

(n—4) krat

Odtial ale vyplyva, ze x,, > 103 pre kazdé n > 10° + 4, ¢o je spor.

b) Dokézeme najskor, ze z pravych nerovnosti v (2) vyplyva odhad z,, < 272
pre kazdé n = 2. Vyuzijeme indukciu. Pre n = 2 aj pre n = 3 plati podla (1) rovnost
x, = 2" 2; nech n 2> 4 a nech pre vietky k € {2,3,... ,n — 1} plati z; < 2*72 potom
z (2) dostavame

Tp S14+(1+2+224 ... +2" ) =14+ (2" 2 1) =2""2

Tym je dokaz indukciou ukonéeny. Ked dosadime odhady x,, < 2"~2 do lavej nerovnosti
v (2), vyjde ndm pre hodnotu z1ps dolny odhad

1 1 1 1

To spolu s prikladom vyhovujtcej postupnosti

Tp=Tp 1 +Tyot...+x1 (n€{2,3,...,10° —1}),

_ -1 -1 -1 -1
106 = Tyg6_q T Lgo_g T - T Ty~ + 217,
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v ktorej z, = 2" 2 pre kazdé n € {2,3,...,10° — 1} a zy0s = 3 — 23_106, ukazuje, Ze

. v v ’ v . /’ — 6
najmensia mozna hodnota ¢lena z1gs je rovna 3 — 237107,

c) Predpokladajme, Ze nerovnost x,, < 4 plati okrem troch hodnét n € {1,2,3}
este pre niektoré dalsie n, ktoré oznac¢ime ng, ns, ng, ... tak, ze 4 Sng < ng <ng < ...
(zatial eSte nevieme, ¢i ide o koneéni alebo nekoneéni postupnost). Ukdzme, Ze pre
kazdé také nj su vo vSetkych exponentoch prislusnej rovnosti

Tppy =1+ 1425 paft 4ad! + 2]

vybrané znamienka ,,minus“. Pre mocninu 2! je to zrejmé, lebo x,, < 4; z rovnakej
nerovnosti dalej vyplyva, Ze znamienko v exponente ktorejkolvek mocniny xfl (4 =
< j < ng — 1) musi byt vybrané tak, aby platilo

+1 5 3
r; <4—--=—.
4 2 2
Tato nerovnost vSak moze byt splnend iba so znamienkom ,minus“, lebo podla (2)
mame x; = 5/2. Tym je tvrdenie o vybere znamienok dokazané. Porovnanim dvoch za
sebou iducich rovnosti

5 1 1 1
Tny=95+—+—+...+ ;

2 x4 x5 Tny—1

5 1 1 1 1 1
T =5+ —+—+...+ +—+.. .+ —

2 x4 ws Tpy—1  Tny Tnyyq—1

dostaneme pre vSetky k = 4 nerovnosti
xnk+1 ; ‘/'E'I’Lk + N
ni,

ktoré s prihliadnutim k tomu, ze funkcia f(t) = t+1/t je na intervale ¢ € (1, 00) rastica
a 7e T, = 2,5, ved postupne k odhadom

Tns 2 F(2,5) =2,9, zn, = £(2,9) > 3,24, z,, > f(3,24) > 3,54,
Tng > (3,54) > 3,82, zn, = £(3,82) > 4,08.

Posledna nerovnost je ale v spore s podmienkou z,, < 4 urcujicou vyber indexov ny.
Preto nerovnost x,, < 4 nemoze platit pre devit indexov n.



