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1. Palindromom rozumieme prirodzen€ cislo, ktoré sa cita rovnako odpredu aj odzadu,
napr. 16 261. Najdite najvicsi stvormiestny palindrom, ktorého druhd mocnina je tieZ
palindromom. (E. Kovac)

Riesenie. Kazdy Stvormiestny palindrém p = abba sa da zapisat v tvare
p=a-1001+b-110,
kde a € {1,2,...,9} abe {0,1,2,...,9}. Potom druhd mocnina ¢isla abba mé tvar

p? =a?-1002001 + 2ab- 110110 + b? - 12100 =
=a®-10° + 2ab - 10° + (b* + 2ab) - 10* +
+ (2a® + 2b%) - 10% + (b* 4 2ab) - 10* + 2ab - 10* + a?.

Posledn4 éislica ¢isla p? je teda rovnaka ako posledna ¢islica ¢isla a?.

Pre a 2> 4 je ¢islo p? nutne osemmiestne. Jeho prva &islica je rovna jednej z hodnot
¢, c+1, c+2, kde c je prva éislica dvojmiestneho ¢isla a?. (Maximalny prenos z nizsieho
radu je rovny ¢islu 2.) Ak je ale dané ¢islo opét palindrém, je jeho prva aj posledna
¢islica rovnaka. Porovnanim prvej a poslednej ¢islice u ¢isel 16, 25, 36, 49, 64, 81 vidime,
ze ziadne z nich nie je tvaru c¢(c + 2), ¢(c+ 1) alebo cc.

Ak a =3 ab =2, je ¢éslo p? opif osemmiestne, jeho posledna ¢&islica je 9 a prva
je 1, nejedné sa teda o palindrém.

Vo vsetkych ostatnych pripadoch je ¢islo p? sedemmiestne. Pretoze a? je iba
jednomiestne a zapis ¢éisla p? je symetricky, musia byt nutne vsetky tri hodnoty 2ab,
2ab + b?, 2a® + 2b% mensie ako 10, aby nedoslo k prenosu do vyssieho rddu. Diskutujme
tri pripady:

e a = 3: nerovnici 2 - 32 + 2% < 10 nevyhovuje Ziadne b,
e a = 2: nerovnici 2 - 22 + 2b? < 10 vyhovuje iba b = 0,
e a = 1: nerovnici 2 - 12 4+ 2b? < 10 vyhovuje iba b =0, b = 1.

Zdver. Najvia¢sim Stvormiestnym palindrémom spliiajicim podmienky tlohy je

¢islo 2 002.

2. Ndjdite vsetky trojice redlnych cisel (x,y, z) vyhovujicich sustave rovnic
2?4+ y® =927,
z?y + y%r = 62°.
(J. Zhouf)
Riesenie. Ked pripo¢itame k prvej rovnici trojnasobok rovnice druhej, ziskame rovnicu
x3 + 322y + 3xy® + 3 = 2723,
Jej tpravou dostaneme

(x+1)°=(32)3 t.j xz+y=3z



Dosadenim tohto vyrazu do lavej strany druhej rovnice sustavy dostaneme
22y + zy? = zy(x +y) = 3zyz, t.j.  3wyz = 62°.

Rozlisime dva pripady.

Ak z = 0, je posledna rovnica splnend pre vSetky x,y € R. Z prvej rovnice sustavy
ziskame 23+ 3% = 0, t.j. y = —x. RieSenim je kazd4 trojica (¢, —t,0), kde ¢ je Tubovolné
realne cislo.

Ak z # 0, tak xy = 222. Spolu s rovnicou z + y = 3z dostdvame sustavu

rz+y =3z,

Ty = 222

dvoch rovnic o dvoch neznamych x, y s parametrom z. Eliminiciou napr. neznamej y
dostaneme kvadraticku rovnicu

22 —3zx+ 222 =0.

Zo vztahov medzi korefimi a koeficientmi kvadratickej rovnice ziskame rieSenie v tvare
x =z, y = 2z alebo z = 2z, y = z. RieSenim je teda kazda trojica (t,2t,t) a (2t,t,t),
kde ¢ je Iubovolné realne ¢islo (rézne od nuly).

Zaver. Ststava mé rieSenie (¢, 2t,t) a (2t,t,t) pre kazdé ¢t # 0, (¢, —t,0) pre kazdé ¢
a ziadne iné riesenie nema.

Iné riesenie. Prva rovnicu vynasobime dvoma a odé¢itame od nej trojnasobok
rovnice druhej (vyla¢ime tak nezndmu z). Ziskame rovnicu

223 + 2% — 32%y — 3ay® = 0.
Lav( stranu rovnice postupne upravime na tvar

2(z +y)(z® — zy +y°) — 3(z + y)zy = 0,
(z + y)(22* — bzy + 2y%) = 0,
(z+y)2r —y)(z —2y) = 0.

Mézu teda nastat tri pripady:
e v +y =0, potom y = —x. Dosadenim do prvej rovnice ststavy dostaneme 9z3 =
=23+ (-2)3=0,t.j. 2=0.
e 2z —y = 0, potom y = 2x. Dosadenim do prvej rovnice stistavy dostaneme 923 =
=23+ (22)3 =923, t.j. 2 = x.
o r — 2y =0, potom x = 2y. Dosadenim do prvej rovnice stistavy dostaneme 923 =
=29’ +y*=9° t.j. 2=y
Zaver. Riesenim su vSetky trojice (¢, —t,0), (¢,2t,t) a (2t,t,t), kde t je Tubovolné
realne c¢islo.



3. Je dany trojuholnik so stranami dlZok a, b, ¢ a obsahom S. Dokdzte, Ze rovnost
2¢% = |a® — b?| plati prdve vtedy, ked existuje trojuholnik so stranami dizZok a, b, 2c
a obsahom 28S. (P. Cernek)

Riesenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze plati a = b. Ak je obsah
trojuholnika A’B’C’ so stranami dlZok a, b, 2¢ rovny dvojnisobnému obsahu troj-
uholnika ABC' so stranami dizok a, b, ¢, st vysky CV a C'V' tjchto trojuholnikov
zhodné. Trojuholniky ACV a A’C’'V’ st teda zhodné podla vety Ssu, preto mozeme
oba trojuholniky ABC' a A’ B’C’ premiestnit tak, aby platilo B= B, C =C"aV =V’;
potom uz vSak neméze platit A = A’. Ak je poloha bodov A a A’ na priamke BV?
Pretoze b = |AC| = |A'C], je trojuholnik AA’C rovnoramenny a jeho zékladna AA" ma
stred v bode V' (obr.1). Predpoklad a = b znamena, ze |[AC| = |A’C| = |BC|, takze

C=C
b
By
A V=V A ¢ B=pP

Obr. 1

bod B neleZi na tsecke AA’; pretoze |AB| = c a |A’B| = 2¢, lezi bod B na polpriamke
opacnej k AA’ tak, ze bod A je stredom tsecky A’ B. Z pravouhlych trojuholnikov AV C
a BV C vyplyva

Porovnanim pravych stran dostaneme po tuprave

a? —b? =262,
Ukazali sme tak, ze ak k danému trojuholniku ABC' existuje trojuholnik so stranami
a, b, 2c a obsahom 28, tak pre dlzky a, b, ¢ musi byt splnena rovnost |a? — b?| = 2¢2.

Predpokladajme naopak, ze pre velkosti stran a, b, ¢ trojuholnika ABC plati
la? — b?| = 2c¢2. Najprv ukdZeme, Ze trojuholnik so stranami a, b, 2c existuje, t.j. Ze
plati trojuholnikové nerovnost

a+b>2c>la—Db|.

Pre trojuholnik ABC plati trojuholnikova nerovnost a + b > ¢ > |a — b|. Preto plati
2¢c > ¢ > |a — b|. Ked dalej vynasobime obe strany nerovnosti ¢ > |a — b| kladnym
vyrazom a + b, obdrzime nerovnost

c(a +b) > |a® — b?| = 22,
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z ktorej po deleni ¢ vyplyva nerovnost
a—+b>2c.

Predpokladajme teraz, ze v trojuholniku A’B’C’ so stranami a, b, 2¢ plati rovnost
2¢? = a? — b? (opif bez ujmy na vseobecnosti predpokladame, 7e a > b — tu nemdze
byt a = b, pretoze by bolo ¢ = 0). Vysvetlime, pre¢o pita V vysky z vrcholu C’
na stranu A’B’ padne dovnitra tejto strany (a nie na jej predizenie). K tomu staci
ukézaft, ze trojuholnik A’B’C’ mé ostré vnutorné uhly pri vrcholoch A" aj B’ (obr. 2).
Uhol A’B’C’ je mensi ako uhol B’A’C’, lebo predpokladéame, Ze a > b. Uhol B’A’C’ je

C/

A/ C A C B/
Obr. 2
ostry prave vtedy, ked plati nerovnost |B'C’|? < |A’B'|? + |A'C'|?, ¢ize a® < 4c? + b2

Posledné nerovnost je ale zaruéens rovnostou a? = b?+2c2. Z pravouhlych trojuholnikov

A'VC" a B'VC' vyplyva, ze pre dlzky z = |A'V| a v = |C'V| plati
v? = b2 — 22,
v =a® — (2¢ — )%

Porovnanim pravych stran dostaneme po tuprave
4ex = 4¢* — (a® — b?)

a dosadenim za a? — b2 vyjde

dex = 4¢* — 26 =262, btz = §c.

Ked oznacime A (v stlade s prvou ¢astou) stred strany A’B’, plati

|AC'| = |A'C'| = b,
teda trojuholnik AB’'C’ ma strany dlzok a, b, ¢ a obsah rovny polovici obsahu trojuhol-
nika A’B’C’. Tym sme dokézali opa¢ni implikaciu.

Iné riesenie. Z Herénovho vzorca pre obsah Sy trojuholnika ABC' a pre obsah Ss
trojuholnik A’B’C’ mame

S = i\/((a +b)2 — 2) (e — (a —b)?),
Sy = i\/((a +b)2 — 4c?) (4¢® — (a — b)?).
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Z podmienky S5 = 257 vyplyva
((a+b)*—4c?)(4c® — (a — b)?) = 4((a +b)* = ¢®) (¢ — (a — b)?).
7 tejto podmienky po tprave dostaneme
(a® —b%)? =4c, t.j. |a® = b*| = 2¢%

Prevedené tipravy st ekvivalentné, preto je mozné cely postup obratit. Z rovnosti |a? —

.....

nik ABC'. Existencia trojuholnikov sa d4 dokézat rovnakym postupom ako v prvom
rieseni.

Iné rieSenie. Uvazujme usecku BC dizky a (a > b) a kruznicu k so stredom
v bode C a polomerom b (obr.3). V rovnakej polrovine (s hrani¢nou priamkou BC)

Obr. 3

uvazujme body A a A’, pre ktoré plati |AB| = ¢, |A’B| = 2¢. Ak lezia body B, A
a A’ na jednej priamke, potom obsah trojuholnika A’BC' je dvojnisobkom obsahu
trojuholnika ABC'. Z mocnosti bodu B ku kruznici k vyplyva

|BA| - |BA'| = 2¢* = a® — b,

Ak je naopak splnend poslednd rovnost, pretne polpriamka opacnd k AB kruznicu k
v bode, ktorého vzdialenost od bodu B je rovna 2¢, tymto bodom je vSak A’. Odtial
uz vyplyva tvrdenie pre obsahy trojuholnikov. Existencia trojuholnikov sa da dokazat
rovnakym postupom ako v prvom rieseni.

4. Krokom budeme rozumiet nahradenie usporiadanej trojice celych cisel (p,q,r) tro-
jicou (r + bq,3r — bp,2q — 3p). Rozhodnite, ¢i existuje celé ¢islo k také, Ze z trojice
(1,3,7) vznikne po konecnom pocte krokov trojica (k,k + 1,k + 2). (P. Cernek)

RieSenie. Ked sé¢itame vSetky tri ¢isla vzniknutej trojice, dostaneme
(r+5q)+@Br—>5p)+(2¢—3p) =4r+T7¢—8p=3(r+2¢—3p)+(p+q+r).

Toto ¢islo déava po deleni tromi rovnaky zvySok ako ¢islo (p+q+7), t.j. zvySok po deleni
tromi suctu ¢isel v trojici zostava rovnaky. Pre trojicu (1,3,7) je zvySok rovny dvom
(1+3+47=11=3-342). Stcet troch po sebe iducich celych ¢isel je vsak delitelny
tromi, takze dava zvySok nula. Vyplyva to z rovnosti k + (kK + 1) + (kK +2) = 3(k + 1).
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Zaver. Po kone¢nom pocte krokov nemozeme z trojice (1,3,7) dostat trojicu po
sebe iducich celych ¢isel.

Iné riesenie. Skiimajme, ako sa meni parita trojice ¢isel v nasledujucich krokoch.
Na zaciatku sa vsetky tri ¢isla neparne. Postupne dostavame

(n7 n, TL) - (pvpan) - (n,n,p) - (TL, n, TL) —

PretoZe sa parita ¢isel pravidelne meni podla danej schémy, nemozeme z trojice nepar-
nych ¢isel dostat trojicu (p,n,p), resp. (n,p,n), ktoré reprezentuju vsetky trojice po
sebe iducich ¢isel (za parnym ¢islom nasleduje neparne a naopak).

Iné rieSenie. (Podla Miroslava Jagosa.) Zistime, ktora trojica je bezprostrednym
predchodcom trojice (k, k + 1,k + 2). RieSime suistavu rovnic

r+5q¢ =k, Jr—5p=k+1, 2 -3p=k+2.

Z druhej a tretej rovnice mame 9r — 10g = —2k — 7 a po pripocitani dvojnasobku prvej
rovnice dostaneme 11r = —7, teda r nie je celé. Pretoze z celociselnej trojice vznikne
opét celociselna trojica, vyplyva odtial, ze trojica (k,k + 1,k 4+ 2) nemdze vzniknat po
kone¢nom pocte krokov zo ziadnej celo¢iselnej trojice, teda ani z trojice (1,3,7).

5. V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABCD s dlhsou zdkladriou AB a pravym
uhlom pri vrchole A. Kruznica ki zostrojend nad stranou AD ako priemerom a kruz-
nica ko, ktord prechddza vrcholmi B, C a dotyka sa priamky AB, maji vonkajsi dotyk
v bode P. Dokdzte, Ze uhly CPD a ABC si zhodné. (J. Svréek)

RieSenie. Pretoze tisecka AD je priemerom kruznice ki, je uhol APD pravy (obr.4).
Uvazujme spoloénit dotycnicu ¢ oboch kruznic prechadzajicu bodom P. Oznac¢me

kq

ko

Obr. 4

postupne S a X priesecniky dotycnice t s iseckami AB a C'D. Priamka AB je ale tiez
spolo¢nou dotyénicou oboch kruznic. Plati preto |[SA| = |SP| = |SB|. Bod S je preto
stredom Téalesovej kruznice zostrojenej nad stranou AB ako priemerom. Uhol APB je
preto rovnako ako uhol APD pravy a bod P je teda vnutornym bodom tsecky BD. Troj-
uholnik BPS je rovnoramenny so zdkladriou BP, pre jeho uhly teda plati [{SBP| =
= |£SPB|. Uhol SPB mé naviac rovnaku velkost ako uhol DPX (dvojice vrcholovych
uhlov). Plati preto |{ABP| = |£DPX]|. St¢asne vsak je uhol X PC uhlom tsekovym
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pre tetivu C'P kruznice ky. Z rovnosti obvodového a tisekového uhla méme | PBC| =
= |[LX PC|. Celkovo dostavame

|{ABC| = |£ABP| + |{PBC| = |{DPX| + |£X PC| = |{DPC),

¢o sme chceli dokazaf.

6. V kartezidnskej sustave suradnic Ouv zndzornite mnozinu vsetkych bodov [u,v], kde
u > 0, pre ktoré ma rovnica

|22 —wuz| +vr—1=0

s nezndmou x prdve tri rozne redlne rieSenia. (J. Simsa)

Riesenie. Nulové body vyrazu 2% — ux st x = 0 a x = u. Pretoze podla zadania plati

u > 0, rozdelime realnu os na tri navzajom disjunktné intervaly I; = (—o0,0), I =
= (0,u) a I3 = (u, 00).
Na intervaloch I; a I3 riesime kvadraticki rovnicu

? — (u—v)r—1=0. (1)

Tato rovnica mé kladny diskriminant (u — v)? + 4, a teda dva rozne reélne korene

Ty = 9 ’
u—v++/(u—v)2+4
o = 5

Pretoze \/(u —v)? +4 > |u—v|, plati 1 < 0 a x2 > 0. Znamena to, zZe ¢islo 1 je vzdy
rieSenim rovnice (1), lebo I1 = (—o0, 0), zatial ¢o ¢islo z2 je rieSenim rovnice (1) prave
vtedy, ked plati x5 € I3, ¢ize x5 > u.

Na intervale I rieSime kvadraticku rovnicu

22 — (u+v)z+1=0.

T4to rovnica mé diskriminant D = (u + v)? — 4 a pripadné realne korene

T3 = ;

Ty =

Zo zadania vyplyva, Ze asponi jeden z korenov xs, x4 musi byt rieSenim rovnice (1)
(leziacim v intervale I5). Preto hlavne musi byt diskriminant D nezaporny, z ¢oho
vyplyva podmienka |u 4+ v| = 2. Pretoze naviac /(u + v)2 —4 < |u + v|, maju oba
korene w3, x4 rovnaké znamienko ako sucet u + v. Spolu to znamend, Ze musi platit
u+v = 2 (v pripade u + v < —2 by totiz ziadne z ¢isel z3, x4 nelezalo v I5). Za
podmienky u + v = 2 ale plati 0 < z3 < x4, takZe zo zadania vyplyva, Ze v intervale
I, = (0,u) lezi ¢islo x3 (a pripadne aj ¢islo z4).
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Z doterajsich tvah vyplyva, Ze nasou ulohou je odpovedat na otdzku, kedy za
podmienok
u>0 a u+v=2 (2)

nastane niektory z tychto pripadov:
a,) X9 §é 13, {1'3,1'4} C IQ, xs 7é Z4;
b) To € Ig, T3 = X4 € IQ;
C) To € Ig, T3 € IQ, Ty ¢ I2.
a) Zistime, kedy st splnené jednotlivé podmienky, ktoré tento pripad vymedzuja
(pre lepsi prehlad ich v texte uvddzame ¢iernymi bodmi).
e 15 ¢ I3, Cize x9 < u. Po uprave ziskame nerovnost

(u—v)24+4Z u+o,

ktorej prava strana je podla (2) kladnd, takze obe strany moézeme umocnit na druhi.
Po dalsej jednoduchej iprave dostaneme podmienku uv = 1. Preto plati

xo ¢ I3 <— wuv=1.

o {x3,24} C I5. Ako vieme, za podmienok (2) plati 0 < z3 < x4, staci preto iba
skimaft nerovnost x4 < u, ¢ize \/(u + v)? —4 < u — v. Posledné nerovnost moze platit
jedine vtedy, ked v = v. Potom po umocneni strdan skiimanej nerovnosti a nésledne;j
uprave dostaneme podmienku uv < 1. Preto plati

{zg,24} C I <= wuzv A uw = 1.

e 13 # x4. Zo skorSieho odvodenia podmienky u + v = 2 je jasné, Ze rovnost x5 =
= x4 nastane prave vtedy, ked u + v = 2. Za podmienok (2) teda plati

1'3751‘4 <<~ u+4+v>2.

Zhrnieme teraz vSetky podmienky pre skimany pripad a). Z nerovnosti uv = 1
auv < 1 vyplyva uwv = 1, ¢ize v = 1/u. Zostavajice podmienky maju potom tvar
u 2 1/uawu+1/u > 2 a st zrejme obe splnené prave vtedy, ked v > 1. Hladané
body [u,v] v pripade a) teda tvoria ¢ast hyperboly v = 1/u uréenti obmedzenim u > 1
(obr. 5).

A
1 CK -
O 1 u

Obr. 5



b) Z predchadzajiceho rozboru pripadu a) vyplyva, Ze za podmienok (2) platia
ekvivalencie

T €l — wv<l, x4€ly < u=v N uw =1,
T3 =24 < u+v=2.

Vidime, Ze v pripade b) musi platit v = 2 —u. Vtedy majt zostavajice podmienky tvar
(2—u)u <1awu=2-—u a st zrejme obe splnené prave vtedy, ked u > 1. Hladané
body [u, v] v pripade b) teda tvoria polpriamku uréent rovnicou v = 2—u a obmedzenim
u > 1.

c) Podmienka z3 € I3 sa da vyjadrit nerovnostou z3 < u, ktora je ekvivalentna
s nerovnostou \/(u + v)2 — 4 = v—u. T4 je splnené trividlne, pokial v = v. Ako sme ale
ukézali skor, v pripade u = v plati nielen z3 € I, ale aj x4 € I, ¢o pripad c) vylucuje.
V pripade c) teda nutne plati u < v a z nerovnosti /(v + v)? — 4 2 v — u po umocneni
a uprave dostaneme podmienku uv = 1. Ako ale vieme, z poslednej nerovnosti vyplyva
xo ¢ I3, takze pripad c) nemoze nikdy nastat.

Zaver. Mnozinou vSetkych bodov vyhovujtcich zadaniu je ¢ast hyperboly v = 1/u
a Cast priamky v = 2 — u, v oboch pripadoch ¢asti uréené podmienkou u > 1.

Iné riesenie. Rovnicu mozno riesit tiez graficky. Skiimame, kedy buda mat grafy
funkcii f(x) = |22 —uz| a g(x) = 1 —vz prave tri spoloéné body (obr. 6). Graf funkcie f

@) 1u\ >z

Obr. 6

je zloZeny z Casti paraboly, grafom funkcie g je priamka prechidzajica bodom |0, 1].
Aby tato priamka mala s grafom f(x) spoloéné prave tri body, musi byt bud dotyénicou
paraboly na intervale (0, u) (potom u+v = 2, odvodenie je analogické ako v predchadza-
jacom rieseni — pomocou diskriminantu), alebo musi prechddzat bodom [u, 0] a sti¢asne
pretinat graf funkcie f vo vnitornom bode intervalu (0,u). Ked dosadime stradnice
bodu [u,0] do rovnice priamky g, dostaneme 0 = 1 — vu, t.j. uv = 1. Rovnako ako
v predchadzajicom rieSeni musi platit u > 1, ¢o mozeme overif najdenim druhého
priesecniku priamky s parabolou.



