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1. Urcte najvicsi pocet po sebe idiucich pitmiestnych prirodzengch c¢isel, medzi ktorymi
nie je Ziadny palindrom (t.j. ¢islo, ktoré sa c¢ita odpredu rovnako ako odzadu,).

(J. Simsa)

Riesenie. Medzi 109 po sebe idicimi pitmiestnymi ¢islami
10902, 10903, ...,10999, 11000,...,11009, 11010

nie je ziadny palindrém (je mozné uviest aj iné vyhovujuce priklady 109 piatmiestnych
¢isel, my sme vypisali skupinu najmensich z nich). Najmensi a najvicsi patmiestny
palindréom sa ¢isla 10001 a 99 999; pred ¢éislom 10001 je len jedno pétmiestne ¢islo,
za Cislom 99999 uz dokonca ziadne také cislo nie je. Ukdzeme teraz, ze za kazdym
pitmiestnym palindréomom z, = # 99999, nasleduje pdtmiestny palindrém x + 100
alebo x+110 alebo x4+ 11. Skutocne, ak z = abcba, tak v pripade ¢ # 9 je palindréomom
¢islo  + 100 = ab(c+ 1)ba, v pripade ¢ = 9 # b je palindrémom ¢islo x + 110 =
= a(b+1)0(b+ 1)a a v pripade ¢ = b = 9 (ked nutne a # 9) je palindrémom ¢islo
x4+ 11 = (a+1)000(a + 1).

Odpoved. Hladany najvicsi pocet ¢isel je rovny 109.

2. V rovine je dany pravouhly trojuholnik ABC. Nech K je lubovolny bod prepony AB.
Kruznica zostrojend nad useckou CK ako nad priemerom pretne odvesny BC a C'A vo
vnutornych bodoch, ktore oznacime postupne L a M. Rozhodnite, pre ktory bod K md
Stvoruholnik ABLM najmensi mozny obsah. (J. Svréek)

Riesenie. Pretoze uhly K LC, KMC a LCM st pravé (obr. 1), je Stvoruholnik K LC'M
pravouholnik a trojuholniky AK M a K BL st podobné s trojuholnikom ABC'. Ozna¢me
ako obycajne a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| a polozme |AK| = kc, kde 0 < k < 1.
Potom vSak |KB| = (1 — k)¢ a zo spomenutej podobnosti trojuholnikov dostdvame
vyjadrenie |AM| = kb, |LC| = |KM| = ka, |BL| = (1—k)a a |MC| = |KL| = (1—-k)b.
Preto plati
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pricom rovnost Sagry = %S Apc nastane prave vtedy, ked k = 1/2, teda prave vtedy,
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ked je bod K stredom prepony AB.

Iné rieSenie. Stvoruholnik ABLM mé minimalny obsah prave vtedy, ked m4
maximalny obsah trojuholnik LM C', ktory je ,,polovicou® pravouholnika K LC'M . Staci
preto ukézaf, ze obsah Skrcn je maximdalny prave vtedy, ked je bod K stredom
prepony AB (ked zrejme Skronm = Sapc/2). Ak je bod K vybrany tak, ze |[AK| <
< |AB|/2, je usetka KL strednou prieckou lichobeznika AK'L'C, ktory ma o Sk p
mensi obsah ako trojuholnik ABC' (obr.2a), takze plati

SkrLcm = §SAK’L’C < §SABC~

C
4
M L
A 5 S B
a) b)

Obr. 2

Ak naopak |AK| > 3|AB|, vyuZijeme obdobny lichobeznik BK'M’'C (obr.2b)
a usudime, ze plati
1 1

Skrocm = ESBK’M’C < ESAB(}
Tym je tvrdenie o maximalnom obsahu Sk o dokdzané.

Odpoved. Stvoruholnik ABLM mé najmensi mozny obsah prave vtedy, ked bod K
lezi uprostred prepony AB.



3. Urcte vsetky redlne cisla p, pre ktoré md rovnica
2 _
(x—1)" =3|z| - px
prdve tri rozne riesenia v obore redlnych cisel. (J. Simsa)

RieSenie. Aj ked dant tilohu mozno riesit ndzorne geometrickou tivahou o vzajomnej
polohe paraboly y = (x — 1)? a lomenej ¢iary y = 3|x| — px, ddme najprv prednost
Cisto algebraickému postupu. Dana rovnica zrejme nema riesenie x = 0. Po odstraneni
absolitnej hodnoty a jednoduchej uprave dostaneme rovnice

P+ (p+)r+1=0 pre z < 0, (1)
2+ (p-5zr+1=0 pre z > 0. (2)

PretoZze kazdé kvadratickd rovnica méa najviac dva rozne korene, hladdme vsetky tie
¢isla p, pre ktoré mé jedna z rovnic (1), (2) jeden koren a druhd dva rézne korene
(a to vzdy predpisanych znamienok). V8imnime si, Ze pre kazdé ¢ € R maju redlne
korene z1 5 rovnice 22 + gr + 1 = 0 (ak vobec existujil) rovnaké znamienko, ktoré je
opacné ako znamienko éisla g; plati totiz z1x2 = 1 a x1 + x2 = —q. Pre rovnice (1), (2)
tak hlavne dostavame podmienky

p+1>0 a p—5<0, ¢&ize pe(—1,5).
Okrem toho uz len pozadujeme, aby pre diskriminanty oboch rovnic
Dy=(p+1)>—4, Dy=(p—5)°—4

platilo bud D; = 0 a Dy > 0, alebo D; > 0 a Dy = 0. Rovnost D; = 0 plati iba pre
p € {—3,1}, rovnost Dy = 0 iba pre p € {3,7}. Z tychto Styroch hodnot lezia v intervale
(—1,5) iba ¢isla p =1 a p = 3, pricom pre p = 1 vychadza D, = 12 > 0, pre p = 3 zasa
Dy =12 >0.

Odpoved. Hladané hodnoty st p =1 a p = 3.
Iné rieSenie. Grafom funkcie y = (x — 1)? je parabola s vrcholom V[1,0], grafom

funkcie y = 3|z| — px je lomena ¢iara tvorend ramenami niektorého uhla s vrcho-
lom O[0,0] (obr.3a pre p = 2). Oba grafy maja spolo¢né tri body prave vtedy, ked
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Obr. 3

jedno z ramien spomenutého uhla je dotyc¢nicou paraboly a druhé je jej ,secnicou‘.
Pretoze skimané parabola nemé dotycnicu rovnobeznt s osou y, moézeme rovnice oboch
doty¢nic prechddzajicich bodom [0, 0] hladat v tvare y = kx. Ako je zndme, smernica k
sa uréi z podmienky, Ze rovnica kxz = (x — 1)? mé dvojnasobny koreii, teda nulovy
diskriminant. Ten méa vyjadrenie (k + 2)? — 4, takZe hladané hodnoty st k1 = 0, kg =
= —4 a zodpovedajuce body dotyku 77 = V[1,0] a T3[—1,4]. Z rovnic pre smernice
dotykovych ramien skiimanych uhlov 3 —p =0 a —3 — p = —4 najdeme riesenie p; =
= 3 a ps = 1 a lahko sa presvedéime, Ze druhé rameno je v oboch pripadoch skutoc¢ne
seCnicou paraboly (obr.3b pre p = 3 a obr.3c pre p = 1).

4. V rovine je dany pravouhly lichobeinik ABCD s dlhsou zdkladniou AB a pravym
uhlom pri vrchole A. Oznacme ki kruZnicu zostrojeni nad stranou AD ako nad prie-
merom a ko kruznicu, ktord prechddza bodmi B, C a dotyka sa priamky AB. Ak maji
kruznice kq, ke vonkajsi dotyk v bode P, je priamka BC' dotycnicou kruznice opisanej
trojuholniku CDP. Dokdzte. (J. Svréek)

Riesenie. Oznac¢me S; a Sy stredy uvazovanych kruznic (obr.4). Obe tsecky S;A4
a SoB su kolmé na priamku AB, st teda rovnobezné a striedavé uhly PSoB a PS1D
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Obr. 4

zhodné. Podla vety o obvodovych a striedavych uhloch preto plati
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[{PCB| = 5|4PS$;B| = |4P5\D| = |{PAD|

4



Oba uhly APD a ADC su vsak pravé, takze
|{PAD|=90° — |[{ADP| = |£CDP|.

Spolu dostavame, Zze uhly PCB a CDP st zhodné, ¢o podla vety o obvodovom
a usekovom uhle znamend, ze priamka BC' je dotyc¢nicou ku kruznici opisanej troj-
uholniku CDP.

Iné rieSenie. V rovnolahlosti so stredom P, v ktorej kruznica ki prejde na kruz-
nicu ko, musi doty¢nica C'D kruznice k; prejst na rovnobezni dotyénicu AB kruznice ko,
pritom sa bod dotyku D zobrazi do bodu dotyku B. Bod P preto lezi na uhlopriecke BD
(obr. 5). Odtial vyplyva zhodnost striedavych uhlov CDP a PBA (medzi rovnobezkami
AB a CD). Uhol PBA je ale usekovy uhol medzi tetivou BP a doty¢nicou AB
kruznice ks, je teda zhodny s prislusnym obvodovym uhlom PCB. Uhly CDP a PCB
st preto zhodné, ¢o sme potrebovali dokazat (ako v zévere predchadzajiceho rieSenia).

Obr. 5

Pozndmka. Podla dlohy B-I-5 st zhodné uhly ABC a CPD (obr.6). Pretoze
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Obr. 6

st zhodné aj striedavé uhly PEB a PCD, kde E je priesecnik polpriamky C'P so
stranou AB, mozno pozadovant zhodnost uhlov CDP a PCB odvodit z trojuholnikov
BCFE a PDC.



