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52.ro¢nik MO Riesenia tloh domaceho kola kategorie C

1. Z piatich jednotiek, piatich dvojok, piatich trojok, piatich Stvoriek a piatich pdtiek
zostavte pdit mavzdjom roznych pdtmiestnych cisel tak, aby ich sucet bol ¢o najvicsi.
(J. Simsa)

Riesenie. Najvicsi mozny sucet by vytvorila pética cisel 54 321, 54 321, 54 321, 54 321,
54 321. Kedze maja byt ¢isla navzajom rozne, pokisime sa zmenit tGto piticu tak, aby
sa nenarusilo trojcislie 543, t.j. aby zmena stac¢tu bola ¢o najmensia. Tak ale budu este
dve z piatich ¢isel rovnaké, pretoze z ¢islic 1, 2 je mozné zostavit iba Styri rozne dvojéislia
11, 12, 21, 22. Zmenime preto jedno trojcislie 543 na 542 tak, Ze zamenime cislicu 2
¢islicou 3 na mieste desiatok. Rovnako tak na mieste jednotiek nemoze byt vsetkych pét
jednotiek, pretoze by posledné trojcislie najmenej troch piatmiestnych ¢isel bolo 321.
Vymenime preto ¢islicu 1 z miesta jednotiek s ¢islicou 2 z miesta stoviek a to preto, aby
zmena suctu pétice C¢isel bola ¢o najmensia. Po tychto vymenéch moézu byt posledné
dvojcislia piatich ¢isel tieto: 31, 22, 21, 21, 11, alebo 31, 21, 21, 21, 12, alebo 32, 21,
21, 21, 11. Snazime sa teraz rozmiestnit tieto dvojcislia za trojéislia 543, 543, 543, 543,
542. Zistime, Ze vyhovuje iba prva pética dvojcisli. Hladana pética pafmiestnych ¢isel
s najvacsim moznym suctom je 54 331, 54 322, 54 321, 54 311, 54 221.

2. Je dany trojuholnik ABC s ostrymi vnutornymi uhlami pri vrcholoch A a B.
Oznacme @ priesecnik taznice AD s vyskou CP a E pitu kolmice z bodu D na
stranu AB. Dalej nech R je taky bod na polpriamke opacnej k PC, %e |PR| = |CQ)|.
Dokdzte, zZe priamky AD a RE su roznobezné a Ze ich priesecnik lezi na kolmici
k priamke AB prechddzajicej bodom B. (J. Svréek)

RieSenie. Zo zadania vieme, 7e |PR| = |CQ|, preto aj |QR| = |CP| (obr. 1). Usetka DE
je strednou priec¢kou trojuholnika C'PB, preto |DE| = |CP|/2, a teda tiez |DE| =
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Obr. 1

= |QR|/2. Pretoze DE | QR, nemdzu byt tsecky RE a QD rovnobezné (inak by
bol REDQ rovnobeznik a platilo by |DE| = |QR|). Preto sa priamky RE a QD
pretinaju v bode, ktory je na obrazku oznaceny ako F', a tsecka DFE je strednou
prieckou trojuholnikov CPB a QRF, ktorych strany C'P a QR lezia na jednej priamke.
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Preto je vzdialenost bodov F' a B od priamky C R rovnaké, ¢ize priamky CR a F B st
rovnobezné, a teda priamka F'B je (rovnako ako priamka C'R) kolmé na priamku AB.

3. Predpokladajme, Ze kazdd z dvoch bank A a B bude mat pocas nasledujicich dvoch
rokov stalu roéni drokovi mieru. Keby sme uloZili 5/6 nasich uspor v banke A a zvysok
v banke B, wvzrdstli by nase uspory po jednom roku na 67000 Sk a po dvoch rokoch
na 74 900 Sk. Keby sme vsak uloZili 5/6 nasich uspor v banke B a zvysok v banke A,
vzrdastli by nase uspory po jednom roku na 71000 Sk. Na aki ciastku by sa v takom
pripade zvysili nase uspory po dvoch rokoch? (J. Simsa)

Riesenie. Nech nase poévodné uspory st x Sk a nech ro¢na trokova miera v banke A
(resp. v banke B) je p% (resp. ¢ %), t.j. vklad v banke A (resp. v banke B) narastie
po jednom roku a-krat (resp. b-krat), kde a = 1+p/100 a b = 1+ ¢/100. Podla zadania

plati
(2x> .a+<%.w> b = 67000,
Kgx) .a} at Kéx)b] b = 74900,
(%x> .a+<%-x) b = 71000,

a po uprave

xza xb

5. — 4+ — =67000
6 +6 ’
Ta zb
et b ="174
5 5 a—|—6 74 900,
Ta xb
— +5-— = 71000.
6 + 6

Ked oznacime u = xa/6 a v = xb/6, prejdu prva a tretia rovnica na stustavu

Su + v = 67000,
u + 5v = 71000,

z ktorej vychédza u = 11000 a v = 12000. Pretoze a = 6u/z a b = 6v/x, di sa druha
rovnica sustavy zapisat ako

5 36u? 1 3602
6 x - 2 +é'x~ 2 = 74900,
alebo aj
30u? + 602
SOu” +ov7 o, 900,
x
odkial pre u = 11000 a v = 12000 vychadza x = 60000, preto
_ 6u 66000
oz 60000
_ 6v 72000 5
oz 60000 7
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Hladan4 ciastka je preto rovné

1 5
(E-xwf—+6-x-§) Sk = (10000 - 1,1% 4 50 000 - 1,2%) Sk =

= 84100 Sk.

4. Zostrojte lichobeznik ABCD s vyskou 3cm a zhodnymi stranami BC, CD a DA,
pre ktory plati: Na zdkladni AB ezistuje bod E taky, Ze isecka DE md dizku 5cm a deli
lichobeznik na dve casti s rovnakymi obsahmi. (E. Kovac)

Riesenie. Rozbor. Ak ozna¢ime |AB| = a, |CD| = ¢ a vysku lichobeznika v (obr. 2),

D c C
/
c /‘( v \C
! B
A ¢ B’ E B
a—c
Obr. 2
mozeme pre jeho obsah S pisaf
1
S = §(a + c)v.

Obsah trojuholnika AED je podla zadania rovny

|AE]-v 1 1 1
BEY 2 g2 2
2 2 5 glato,

odkial vyplyva, ze |[AE| = (a + ¢)/2 (t.j. tse¢ka AE mé dlzku rovnakt ako stredn
priecka lichobeznika ABCD). Pretoze bod E lezi na usecke AB, plati

|EB| = |AB| - |AB| = a~ J(a+¢) = 5(a—c),

takze a > c. Ak ozna¢ime B’ bod usetky AB, pre ktory |AB’| = ¢, bude |B'B| =
= a — ¢, a pretoze hladany lichobeznik ABCD je rovnoramenny, je rovnoramenny aj
trojuholnik B’BC, takze stred E tsecky B’B je zaroven pitou vysky z vrcholu C na
zdkladiiu AB (obr. 2). Pomocou Pytagorovej vety vypocitame, ze

c=+/|DE]? —v? =+/52—-3%2cm = 4cm.

Popis konstrukcie:
1. ADEC; |DC| =4cm, |CE| =3cm, |£{ECD| = 90°
2. p;p || CD, E € p;
3. k(D,4cm), I(C,4cm);
4. A; A € pnk, uhol ADC je tupy;
5. B; B € pnl, uhol BCD je tupy.
Uloha ma4 jediné riesenie.



5. K prirodzenému cislu m zapisanému rovnakymsi cislicami sme pripocitali stvor-
miestne prirodzené c¢islo n. Ziskali sme stvormiestne c¢islo s opacnym poradim cislic
ako md ¢islo n. Urcte vsetky také dvojice cisel m a n. (J. Zhouf)

RieSenie. Nech ¢islo n = abed = 1000a + 100b + 10c + d, kde a,b,c,d € {0,1,... ,9},
a # 0. Cislo m 4 n je stvormiestne, preto je ¢islo m najviac Stvormiestne. Rozoberieme
jednotlivé pripady podla poctu ¢islic m.
1. Cislo m je jednomiestne, t.j. m =T = x, kde x € {1,2,...,9}. Podla zadania
ulohy jednak
m +n = 1000a + 1006 + 10c + d + z,

jednak
m +n = 1000d + 100c + 10b + a.

Odtial postupne dostaneme

1000a + 100b + 10¢ + d + z = 1000d + 100c + 10b + a,
z = 999(d — a) + 90(c — b).

Pravéa strana poslednej rovnosti je delitelna deviatimi, preto moze byt jedine x = 9. Po
dosadeni tejto hodnoty do rovnosti a vykrateni deviatimi vychadza

1=111(d — a) + 10(c — b),

10(b—c¢)+1=111(d — a).
Z nerovnosti —9 < b— ¢ = 9 vyplyva —89 < 10(b — ¢) + 1 < 91. Medzi ¢islami —89
a 91 je jediny nasobok 111, a to ¢islo 0. Rovnost 10(b — ¢) + 1 = 0 v8ak nie je splnena.
Ziadne jednomiestne ¢islo m teda nie je riesenim danej tlohy.

2. Cislo m je dvojmiestne, t.j. m = #= = 10z + z = 11z, kde = € {1,2,...,9}.
Analogicky ako v predchadzajicom pripade mozeme postupne pisat
1000a + 100b + 10¢ + d + 11z = 1000d + 100c + 10b + a,
11z = 999(d — a) + 90(c — b).

Prava strana poslednej rovnosti je delitelna deviatimi, preto moze byt jedine xz = 9.
Potom

11 =111(d — a) + 10(c — b),
10(b—¢) + 11 = 111(d — a).
Tu mame —79 < 10(b — ¢) 4+ 11 < 101, odkial vyplyva jedind moznost 10(b — ¢) + 11 =
= 0, ktora vsak neplati pre ziadne ¢islice b, c. Ziadne dvojmiestne ¢islo m teda nie je
rieSenim danej tulohy.
3. Cislo m je trojmiestne, t.j. m = zzz = 100z + 10z + x = 111z, kde = €
€{1,2,...,9}. Opidt mozeme pisat
1000a + 1006 + 10c 4+ d + 111x = 1 000d + 100c + 10b + a,
111z =999(d — a) + 90(c — b),
37x = 333(d — a) + 30(c — b).
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Pravé strana poslednej rovnosti je delitelné tromi a ¢islo 37 nie je delitelné tromi, preto
musi byt x = 3, alebo = = 6, alebo x = 9.
Nech z = 3. Potom

37 = 111(d — a) 4 10(c — b),
10(b — ¢) 4+ 37 = 111(d — a).

Tu méme —53 < 10(b — ¢) + 37 < 127, odkial bud 10(b — ¢) + 37 = 0, alebo 10(b —
—¢) + 37 = 111. Ani jedna z poslednych dvoch rovnosti vSak nie je splnenda pre ziadne
Cislice b, c.

Nech x = 6. Potom

74 =111(d — a) + 10(c — b),
10(b — ¢) + 74 = 111(d — a).

Tu mame —16 < 10(b — ¢) + 74 < 164, odkial bud 10(b — ¢) + 74 = 0, alebo 10(b —
—¢) 4+ 74 = 111. Ani jedna z poslednych dvoch rovnosti vSak nie je splnend pre ziadne
Cislice b, c.

Nech z = 9. Potom

111 = 111(d — a) + 10(c — b),
10(b— ¢) = 111(d — a — 1).

Tu méme —90 < 10(b — ¢) < 90, odkial jedine 10(b —¢) = 0 a 111(d —a — 1) =
= 0, t.j. jedine ¢ — b = 0 a d — a = 1. RieSenim danej tlohy st teda cisla n €
€ {1bb2,2bb3,3bb4,4bb5,5bb6,6bb7,7bb8,8bb9} pre b € {0,1,...,9}, t.j. celkom
80 ¢isel. Cislo m je rovné 999.

4. Cislo m je Stvormiestne, t.j. m = zzzx = 1111z, kde = € {1,2,...,9}. Opst
mozeme pisaf
1111z = 999(d — a) + 90(c — b).

Opif moze byt jedine x = 9, ¢o déva rovnost
10(b— ¢) + 1111 = 111(d — a).

Plati jednak 10(b —¢) + 1111 = 1111 — 90 = 1021, jednak 111(d — a) < 999. Preto
ziadne Stvormiestne ¢islo m nie je riesenim danej tlohy.

Zdver. Uloha mé 80 rieseni, a to ¢isla m = 999 a

n € {1bb2,2bb3, 3 bb4, 4bb5, 5 bb6, 6 bbT, 7 bb8, 8 bb9 }
pre b€ {0,1,...,9}.



6. V rovine je dand priamka p a kruznica k. Zostrojte taky trojuholnik ABC', aby k bola
kruznicou jemu vpisanou, aby jej stred leZal v jednej Sturtine jeho taZnice na stranu AB
a aby vrchol C lezal na priamke p. Urobte diskusiu o pocte rieseni v zdvislosti na
vzajomnej polohe priamky p a kruznice k. (P. Cernek)

Riesenie. Rozbor. Predpokladajme, ze pozadovany trojuholnik ABC' je zostrojeny.
Stred kruznice vpisanej lubovolnému trojuholniku lezi na osiach jeho vnitornych uhlov.
Podla zadania lezi stred kruznice k na taznici ¢, trojuholnika ABC, preto os vnutorného
uhla pri vrchole C splyva s taznicou t.. Trojuholnik ABC je teda rovnoramenny so
zékladniou AB (obr. 3). Ked lezi stred S kruznice k s polomerom r vo Stvrtine taznice ¢,
lezi teda vo vzdialenosti r od strany AB a vo vzdialenosti 3r od vrcholu C. (Bod S
nemdze mat od vrcholu C vzdialenost /3, lebo by bod C' lezal vo vnutornej oblasti
kruznice k, ktora je vsak trojuholniku ABC vpisané, takZze body A, B, C lezia v jej
vonkajsej oblasti.) Bod C je teda prieseénikom priamky p a kruznice [ so stredom S
a polomerom 3r.

Obr. 3

Popis konstrukcie:
1. dané: k(S,r), p
1(S,3r);
C; Cepnl;
X; X e— CS, | XC| = 4r;
r; vl XC, X € x;
doty¢nice a, b z bodu C ku k (napr. pomocou Télesovej kruznice nad prieme-
rom C'S);
7. A B;Acxznb, Bexna.
Diskusia pre pripad, ze poradie vrcholov A, B, C je proti smeru pohybu hodinovych
ruciciek:
Uloha m4 dve riesenia <= |Sp| < 3r;
tloha ma jedno riesenie <= |Sp| = 3r;
tloha nema ziadne rieSenie <= |Sp| > 3r.
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