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1. Ak od lubovolného aspon dvojmiestneho prirodzeného cisla odtrhneme déislicu na
mieste jednotiek, dostaneme cislo o jednu cislicu kratsie“. Najdite vsetky povodné cisla,
ktoré sa rovnaju absolutnej hodnote rozdielu druhej mocniny ,kratsieho“ ¢isla a druhej
mocniny odtrhnutej cislice. (J. Zhouf)

RieSenie. Ozna¢me hladané ¢islo 10a+b, kde a, b st celé ¢isla, a =2 1,0 £ b < 9. Podla
zadania méa platit

10a + b = |a® — b?|.

Predpokladajme najprv, ze a = b. V tom pripade jednoduchymi tipravami dosta-
vame

10a + b = a® — b2,
a? —10a + 25 = b% + b+ 25,
(a—5)* =b*+b+25.

Do poslednej rovnosti potom postupne dosadzujeme b = 0,b=1,...,b =9 a zistujeme,
¢i vyraz b? + b + 25 je druhou mocninou nejakého nezaporného celého &sla. Rovnici
vyhovuja dvojice b=0,a=0;b=0,a=10; b =7, a = 14.

V pripade, ked a < b, obdobnymi tpravami dostaneme

10a + b = b — a2,
a® +10a + 25 = b% — b + 25,
(a+5)*=b%>—b+25

a podobne ako v prvom pripade ziskame dvojice b =0, a =0; b =1,a = 0; b = 8§,
a=4.

Zaver. S prihliadnutim k podmienkam zadania st riesenim ulohy tri ¢isla 48, 100,
147.

2. Na strane CD $tvorca ABCD je zvoleny bod E tak, Ze uhol DAE ma velkost 30°.
Bod P je pitou kolmice vedenej bodom B na priamku AE, bod QQ pdtou kolmice vedenej
bodom C na priamku BP. Rozhodnite, ¢i je obsah lichobeznika PQCE mensi ako
tretina obsahu stvorca ABCD. (L. Bocek)

RiesSenie. Ozna¢me a dlzku strany stvorca ABCD. Trojuholniky AED, BAP a CBQ
st podobné podla vety wwu, pricom trojuholniky BAP a CB(Q st dokonca zhodné
(obr.1). Trojuholnik AED je polovicou rovnostranného trojuholnika so stranou AFE.
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Ak oznac¢ime |ED| = z, tak |AE| = 2.
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Obr. 1

V pravouhlom trojuholniku AED plati

a=|AD| = \/|AE]2 — |EDJ? = \/422 — 22 = /3,

odkial « = (v/3/3) a. (Velkost z mozeme tiez spocitat pouzitim goniometrického vzorca
r:a=|ED|:|AD| = tg30° = v/3/3.)

Trojuholniky BAP a C'B(@ su polovicami rovnostranného trojuholnika so stra-
nou a. Rovnostranny trojuholnik so stranou dizky a mé visku (\/§ / 2) a a jeho obsah

je (\/3/4) a?. Stcet obsahov trojuholnikov AED, BAP a CBQ je teda
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KedZze obsah stvorca ABCD je a2, je pomer obsahov lichobeznika PQCE a $tvorca

ABCD rovny
a? — %\/&ﬁ _ 12 — 5\/§
a? 12 7

¢o je cislo mensie ako 0,29.
Zaver. Obsah lichobeznika PQCE je mensi ako tretina obsahu Stvorca ABCD.
Pre zaujimavost uvedieme eSte jedno rieSenie, v ktorom ukéazeme, ze skimany obsah

sa d4 odhadntt pomocou tivah o vzajomnej polohe vhodnych bodov (bez vypoctu dizok
a obsahu).

Iné riesenie. PretoZe nas zaujimaju len pomery obsahov, mozeme predpokladat,
7e ABCD je $tvorec so stranou 1. V stredovej simernosti podla stredu Stvorca O
prejda body E, P a @ do bodov, ktoré oznac¢ime G, R a S (obr.2). Z pravouhlého
trojuholnika AFD s uhlom 60° pri vrchole E vyplyva

1 1 1
|DE| = S|AE| > S|AD| = ,
2 2 2
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takze pre obsah rovnobeznika AGCE plati nerovnost

1

Saccr < 3"

rec PQRS. Ak to tak naozaj je, musi byt Sgops > Saccor/3, takze nutne plati

Spoce = Sacce — Sacop = Sacce — Srces <

2 2 1 1
< gSAGCE < =

32 3
Tym bude tloha vyrieSené.
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Strana SR stvorca PQRS je sucasne vyskou lichobeznika RCES. Preto bude
nerovnost Spors < Srcrs dokazand, ked overime, Ze strana Stvorca je kratsia ako
stredna priecka lichobeznika. Tou je tisecka X Z, kde Z oznacuje stred tisecky SR, ¢o je
zaroven pita vysky rovnostranného trojuholnika XY D (obr. 3). Ozna¢me U priese¢nik
uhlopriecky AC' daného Stvorca s tseckou PQ. Tymto bodom prechadza aj priamka DY,
ktora je simerne zdruZena s priamkou BP prave podla osi AC, pretoze |{Y DA| =
= |{ABP| = 30°. To vSsak znamena, ze bod Y, ktory je prieseénikom DU a X Z, lezi
mimo Stvorca PQRS! Preto naozaj | XZ| = |ZY| > |QR)|. Obsah lichobeznika PQCFE
je teda mensi ako tretina obsahu stvorca ABC'D.

3. Z piatich jednotiek, piatich dvojok, piatich trojok, piatich stvoriek a piatich pd-
tiek zostavime pdt pdtmiestnych cisel, ktoré sa éitaji odpredu rovnako ako odzadu
(napr. 32223), a potom tieto cisla s¢itame. Akd najmensiu a aki najvicsiu hodnotu
moze mat vysledny sicet? (J. Simsa)

RieSenie. Ozna¢me a zapiSme v desiatkovej ststave pit péatmiestnych cisel, ktoré sa
¢itaju spredu rovnako ako zozadu a su zostavené z danych cislic:

arbicibiar = aq - 102 + by - 10% + ¢; - 10% + b1 - 10 + ay,
a2bacaboas = ag - 101 + by - 10% + ¢o - 10% + by - 10 + aq,
asbscsbsas = ag - 10 + b3 - 10° + ¢3 - 10% + b3 - 10 + as,
agbscabsas = ag - 104 4+ by - 10% + ¢4 - 102 + by - 10 + aa,
asbscsbsas = as - 10% 4 bs - 10% + ¢5 - 102 + bs - 10 + as.
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Medzi cislicami ¢y, co, c3, ¢4, c5 je prave jedna jednotka, prave jedna dvojka, prave
jedna trojka, prave jedna $tvorka a prave jedna piitka. Keby totiZz na mieste stoviek
uvazovanych piatich ¢isel chybala napr. jednotka, musela by sa na miestach ostatnych
radov vyskytovat v neparnom pocte (pitkrat), ¢o vzhladom na symetriu uvazovanych
¢isel nie je mozné. Pre stcet S uvazovanych cisel teda plati

S = arbicibiar + asbacoboas + asbscsbsas + agbscabsay + asbscsbsas =
= (a1 +as +as +as +as) - (10" + 1) +
+ (b1 + by + b3 + by + bs) - (10° + 10) +
4+ (c1+ca4c3+eqg+cs)-10° =
=10001- (a; +ag +as + as +as) + 1010 - (by + ba + bs + by + b5) +
+100- (14+243+4+5) =
=10001- (a1 +az + a3 +as + as) +
41010 - (by + by + by + by -+ bs) + 1500.

S ohladom na ¢islice, ktoré mame k dispozicii, bude stcet S najmensi, ked bude

ar+ar+azs+as+as=14+14+2+2+3=9,
by +bs+b3+bs+bs5=5+5+4+4+3=21.

Najmensi mozny stucet ma teda hodnotu
Smin = 10001-9+1010-21 + 1500 = 112719
a vznikne napr. ako sucet
Smin = 13131 4 14241 + 24 342 4 25452 + 35 553.
Podobne bude sucet S najvicsi, ked bude

a1+a2+a3+a4—|—a5:5+5+4—|—4—l—3:21,
by +byg+bs3+bs+bs=14+1+2+2+3=09.

Najvacsi mozny sticet mé teda hodnotu
Smax = 10001 -21 +1010-9 + 1500 = 220611
a vznikne napr. ako sucet

Smax = 93535 + 52425 4 42324 + 41214 + 31113.



