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52.ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Ndjdite najmensie prirodzené cislo n, pre ktoré je sucin
2003-2004-2005-...-(2003 + n)

delitelny vsetkymi dvojmiestnymi prvocislama. (J. Simsa)

RieSenie. Pre kazdé z dvojmiestnych prvocisiel 97, 89, 83, 79, 73, ... hladdme jeho
najmensi nasobok, ktory prevysuje ¢islo 2003. Vzhladom na to, Ze medzi k po sebe
idicimi celymi ¢islami je prave jedno delitelné k, a pretoze 97 - 21 = 2037, 89 - 23 =
= 2047, 83 -25 = 2075, 79 - 26 = 2054, musi byt 2003 +n = 2075, teda n = 72. Pre
také n mame zarucené, ze pre kazdé z prvocisiel 97, 89, 83, 79 je medzi ¢islami 2 003,
2004, 2005, ..., 2003 +n aspoii jedno nim delitelné. Medzi uvedenymi 73 ¢islami 2 003
az 2075 je vzdy aspon jedno delitelné prvocislom 73, aspon jedno delitelné prvocislom 71
atd. Hladané ¢islo n je teda 72.

2. V rovine je dand tusecka AP. Zostrojte pravidelny Sestuholnik ABCDEF tak, aby
bod P bol stredom jeho strany DE. (J. Svréek)

RiesSenie. V pravidelnom Sestuholniku ABCDEF so stredom S, v ktorom @ je stred
strany AB a P je stred strany DFE, pozname velkost uhla PAQ (obr. 1), pretoze vsetky

E P D
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Obr. 1

pravidelné Sestuholniky st navzdjom podobné. V pravouhlom trojuholniku APQ teda
pozname dlzku prepony AP a velkosti dvoch uhlov (AQP je pravy uhol). Odtial vyplyva
postup konstrukcie:
1. tsecka AP;
Talesova kruznica k nad priemerom AP;
polpriamka AX, ktora zviera s tisetkou AP uhol velkosti PAQ (ten zostrojime
pomocou Tubovolného pravidelného Sestuholnika);
bod () ako priesecnik kruznice k s polpriamkou AX;
stred S usecky PQ;
kruznica so stredom S a polomerom [SQ];
pravidelny Sestuholnik ABCDEF .
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Uloha m4 dve rieSenia simerne zdruzené podla osi AP podla toho, v ktorej polrovine
s hrani¢nou priamkou AP zostrojime polpriamku AX (bod 3 konstrukcie).

3. Keby Karol poZical jednému zndmemu p tisic Sk s irokom p% a druhému zndmemu
q tisic Sk s urokom q%, kde p a q su celé c¢isla, priniesli by mu obe pozicky taky isty
zisk, ako keby jednej osobe pozical celkovi ciastku s urokom (p + 2,4) %. Keby poZical
jednému znamemu p tisic Sk s urokom 2p % a druhému zndmemu q tisic Sk s turokom
2q %, priniesli by mu tieto poZicky rovnaky zisk, ako keby jednej osobe pozical celkovi
¢iastku s drokom (p + 5,8) %. Urcte cisla p a q. (J. Simsa, J. Zhouf)

Riesenie. V prvom pripade plati

p q p+24
1000p - —— + 1000g - — = 1000 :
P 100 TP 100 ST
v druhom pripade plati
2p 29 p+538
1000p - — +1000g - — = 1000 . .
P 100 TP 100 T
Upravou oboch rovnic ziskame ststavu
P+ ¢ = (p+24)(p+q), (1)

2p* +2¢° = (p+5.8)(p + q).

PretoZe lavé strana druhej rovnice je dvojnasobkom lavej strany prvej rovnice, musi
platit

2(p+24)(p+q) = (p+538)(p+q).

Odtial po vykrateni nenulovym vyrazom p+q vychadza p = 1. Dosadenim tejto hodnoty
napr. do rovnice (1) a po tprave ziskame kvadraticka rovnicu

¢ —34¢—24=0.
Pretoze hladdme celociselné korene, prepiseme rovnicu do tvaru
q(bg —17) =12

a Tahko zistime, Ze medzi delitelmi ¢isla 12 rovnici vyhovuje jedine g = 4.

4. Urcte dizku ramien rovnoramenného lichobeznika so zdkladriami dizok 10 a 12 tak,
aby dlzky vietkijch jeho strdn aj uhlopriecok boli vyjadrené celymi ¢islami. (P. Cernek)

Riesenie. Ozna¢me E pitu kolmice spustenej z vrcholu C na zakladiiu AB rovnora-
menného lichobeznika ABCD a jednotlivé dlzky tseciek oznacme takto (obr.2): |AB| =
=a=12, |BC| =b, |CD| = ¢ =10, |AC| = u, |CE| = v. Potom |BE| = (a—¢)/2 =1,

2



|AE| = (a+¢)/2 = 11. Podla Pytagorovej vety pre trojuholniky AEC a EBC mbzeme

D c C
U v|\b
/7
A E B
%(a—kc)
Obr. 2
teda pisat
v? = u? — 112 = b — 12, (1)

alebo
u? — b =112 — 12 = 120.

Odtial je vidiet, Ze ¢isla u a b st zaroveri obe parne, alebo obe nepéarne, preto v rozklade
(u—>b)(u+b)=120=2-60=4-30=6-20=10-12

prichddzaju do uvahy len uvedené rozklady c¢isla 120 na parne cinitele. Uvedenym
rozkladom potom zodpovedaju Styri ststavy rovnic pre nezname u a b:

u—b=2, u—>b=4, u—>b=06, u—b =10,
u+ b = 60; u+ b= 30; u+ b = 20; u+b=12.

Ich riesenim (najlepsie tak, ze vzdy odé¢itame druhi rovnicu od prvej) dostaneme pre
dlzku ramena b lichobeznika ABCD styri moznosti, b € {29,13,7,1}. Z rovnosti (1)
vsak vidime, Ze musi byt b > 1, Glohe teda vyhovuja len prvé tri hodnoty.

Odpoved. Mozné dlzka ramena lichobeznika je bud 7, alebo 13, alebo 29.



