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67.ro¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. V ostrouhlom trojuholniku ABC oznacme O stred kruznice opisanej, S,, Sy postupne
stredy stran BC, AC a P pditu vysky na stranu AB. Vyjadrite podiel |0S,|/|OSy|
pomocou a = |BC|, b= |CA| a k = |AP|/|BP)|. (Sdrka Gergelitsova)

RieSenie. Trojuholniky S,OC a PBC st podobné, lebo st oba pravouhlé a velkost
obvodového uhla PBC prislichajiceho tetive AC' je rovna polovici velkosti stredového
uhla AOC prislichajiceho tej istej tetive (obr. 1).
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Obr. 1

7 rovnakého dovodu st podobné aj trojuholniky S,0OC a PAC'. Plati preto

0Sa| _ |AP| _ |AP] 0S| _ |BP| _ |BP|
0C| — |AC| b’ |OC| — |BC| a ’
odkial
|0Sa| _ [AP]-|OC| a _|AP| a _ a
0S| b |BP|-|0C| |BP| b b

Za uplné rieSenie dajte 6 bodov, pritom kazdy z nasledujicich krokov ocente jednym bodom: 1. jedna
podobnost (s dokazom), 2. druhd podobnost (s dokazom), 3. spravny pomer v prvej podobnosti,
4. spravny pomer v druhej podobnosti, 5. spojenie do rovnosti (eliminécia |OC|), 6. spravny zaver
(vyjadrenie pomocou a, b, k).

2. Ndajdite vsetky kladné redlne éisla t také, Ze pre lubovolné nezdporné redlne c¢islo x

plati nerovnost
t z

<1.
r+2  H@dD) -

(Tomas Jurik)



RieSenie. Vdaka podmienkam =z = 0 a ¢t > 0 modZzeme danti nerovnost ekvivalentne
upravit na kvadratick(i nerovnost vzhladom na x:

t x

<1

42 T HetrD =
e+ D) +zz+2) <tlx+1)(z+2),
2+ (12 4+ 2)x + t* < ta® + 3tw + 2,
0= (t— 1)+ (3t —t* — 2)x + 2t — 12,
0 (t—1Da®+ 2 —t)(t—Da+t(2—1). (1)

Dosadenim x = 0 dostaneme ¢(2 —¢) = 0, a tak pre hladané ¢ > 0 nutne ¢ < 2.

Ak méa nerovnost (1) platit pre vSetky nezdporné ¢isla x, nemodze byt koeficient

pri #2 zéporny, inak by sme pre dostato¢ne velké nezdporné x uréite ziskali na pravej

strane (1) zapornt hodnotu. Musi preto byt t — 1 = 0, ¢ize t = 1.

Naopak pre lubovolné ¢ € (1,2) buda zrejme koeficienty vsetkych troch élenov
kvadratického trojélena (v premennej x) na pravej strane nerovnosti (1) neziporné,
takze dané nerovnost bude platit pre Tubovolné nezaporné reédlne ¢islo x.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.

Za dokaz, ze t 2 1, dajte 2 body (moZno nahliadnut napriklad sporom: pre ¢ < 1 po tUprave na
22 < (t —2)x +t(t — 2)/(1 —t) je vidno, Ze parabola nemdze lezat pod ziadnou priamkou).

2 body za dokaz, ze t < 2. To mozno dokdzat opit sporom aj tak, %e za predpokladu ¢ > 2
upravime na 22 2 (t — 2)x + t(t — 2)/(t — 1), takze graf priamky, ktortl predstavuje vyraz na pravej
strane, pretina os y v kladnom bode, &o odporuje polohe vrcholu paraboly y = z2.

2 body za dokaz, ze nerovnici naozaj vyhovuje interval (1,2) a formuldciu zaveru.

1 bod strhnite, ak je vynechand zmienka o ekvivalentnych upravach, pokial je nutna.

Len za overenie, Ze tvrdenie funguje pre koneéne vela t z intervalu (1, 2), ziadne body nedévajte.

3. Pre ktoré n je mozné vyplnit tabulku n x n ¢éislami od 1 po n? tak, aby sucet cisel
v kazdom riadku aj v kazdom stlpci bol delitelng siedmimi? (Jan Mazak)

RieSenie. Sucet vietkych ¢isel v tabulke je 3n%(n?+1). Ak ma byt tento sucet delitelny
siedmimi, musi byt siedmimi delitelné bud samo n, alebo é&islo n? + 1. Ako sa vsSak
Tahko presvedéime, ¢islo n? + 1 nie je nasobkom siedmich pre Ziadne prirodzené n. (To
samozrejme staci overit len pre n rovné vSetkym moznym zvyskom 0,1, ...,6 po deleni
siedmimi.)

Ak je naopak n nasobok siedmich, mozno tabulku naozaj vyplnit tak, aby pozia-
davky tlohy boli splnené. Stac¢i do nej vpisat ¢isla od 1 do n? postupne podla velkosti
po jednotlivych riadkoch. V i-tom riadku (1 < ¢ < n) tak budu éisla

Ti—-1)+1, 7i—1)+2, ..., 7(i —1)+n,
ktorych sucet je delitelny siedmimi, pretoze stcet 1 4+2+...4+n = %n(n + 1) je zrejme
nasobkom siedmich.
Podobne v j-tom stipci (1 < j < n) buda éisla

jhn+7j, ..., (n—1)n+j,

ktorych stucet je nj +n(l+24...+n—1), o je ndsobok ¢isla n, a teda aj siedmich.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov. Za najdenie nutnej podmienky 7 | n dajte 3 body, za overenie, Ze
pre tieto n mozno tabulku vyplnit, dajte 3 body. Podrobnejsie: 1 bod za pozorovanie, ze sudet ¢isel
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tabulky musi byt delitelny 7, 1 bod za vypoéet tohto suctu ako in?(n? 4 1), 1 bod za korektny dokaz,
ze 7| n, 1 bod za opis vyhovujiceho vyplnenia, 1 bod za dokaz, ze riadky maja stéet delitelny 7, 1 bod
za dokaz, ze stlpce maju sucet delitelny 7.

A ¢iasto¢né body: 1 bod dajte za hypotézu, ze odpovedou je 7 | n. Za ddkaz, ze pre konecne vela
n sa to spravit neda, ani za ndjdenie vyplnenia pre n = 7 (a nié¢ viac) ziadne body nedavajte.

4. Nanajvys kolko cisel mozno vybrat z mnoziny M = {1,2,...,2018} tak, aby rozdiel
Ziadnych dvoch vybrangch ¢isel nebol rovny prvocisiu? (Josef Tkadlec)

Riesenie. Vyber 505 cisel 1,5,9,13,17,...,2017 € M, ktoré davaju po deleni Styrmi
zvy$ok 1, mé zrejme pozadovanu vlastnost, lebo rozdiel kazdych dvoch vybranych ¢isel
je nasobkom Styroch, teda ¢islo zlozené. (Kedze 4 je najmensie zloZené ¢islo, nie je
mozny podobne pravidelny vyber s via¢sim poc¢tom cisel.)

Ukézeme, Ze viac Cisel s pozadovanou vlastnostou z danej mnoziny vybrat nemozno,
nech uz postupujeme akokolvek. Na to najskor overime klGcové tvrdenie, Ze totiz
z kazdej osmice po sebe idtucich ¢isel mozno vybrat nanajvys dve ¢isla.

Dokazeme najskor, ze ak vyberieme nejaké ¢islo n, zo siedmich nasledujicich ¢isel
n+1,n+2,...,n+ 7 mozno vybrat nanajvys jedno. Naozaj, potom uz sa neda vybrat
ziadne z ¢isel n +2, n+ 3, n+ 5, n+ 7. A zo zvysnej trojice n +1, n+4, n+ 6
mozno vybrat iba jedno ¢islo, lebo ich rozdiely st prvodisla 2, 3 a 5. Tym je tvrdenie
o sedmici ¢isel, ktoré nasleduju za ktorymkolvek vybranym ¢islom n, dokdzané. Z neho
je uz zrejmé, Ze Ziadna osmica po sebe iducich ¢isel nemoze obsahovat viac ako dve
vybrané ¢isla, ako sme slubili overit.

Dant mnozinu M moéZeme rozdelit na mnozinu {1,2,...,10} a 251 nasledujicich
osmic. Pritom z mnoziny {1,2,...,10} mozno vybrat nanajvys tri vyhovujice ¢isla.
Keby sme z prvej desiatky

{1,2,...,10} = {1,2) U{3,4,...,10} = {1,2,...,8} U {9,10}

vybrali vyhovujicim sposobom $tyri ¢isla, podla dokdzanej vlastnosti kazdej osmice po
sebe iducich ¢isel by sme museli vybrat ako obe ¢isla 1 a 2, tak obe ¢isla 9 a 10, avSak
9 — 2 je prvocislo. Z mnoziny M tak mozno vybrat nanajvys 2 - 251 + 3 = 505 ¢isel.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. 1 bod za myslienku, Ze z osmice po sebe iducich ¢isel sa daju vybrat
nanajvys dve a 1 bod za korektny dokaz tejto myslienky. 1 bod za rozdelenie ¢isel spravnym spoésobom
na disjunktné osmice a ,zvySok“. 1 bod za spravne odvodenie, ze z takéhoto rozdelenia vyplyva, ze
mozeme vybrat nanajvys 505 &isel. 1 bod za konstrukciu samotnej vyhovujicej mnoziny a 1 bod za
zdovodnenie, Ze zostrojend mnozina tlohe vyhovuje.

V pripade ciasto¢ného riesenia dajte 1 bod za konstrukciu prikladu 505 c¢isel, ktorda vyhovuja
a eSte bod navySe za dokaz, ze k nim nemozno pridat ziadne dalSie ¢islo.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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