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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Najdite nagmensie prirodzené cislo konciace stvorcislim 2018, ktoré je ndasobkom cisla

2017. (Tomas Jurik)

Riesenie. Vyuzijeme to, ze kazdy stcin ¢isla 7 s jednocifernym ¢islom konéi inou cifrou.
Postupne budeme odzadu dopliiat cifry hladaného éinitela (k danému ¢initelu 2017)
tak, aby sme vo vysledku dostali ¢islo konciace stvorcislim 2018.

V prvom kroku hladédme cifru, ktorej 7-nasobok kon¢i cifrou 8:
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Cifrou 8 kon¢i jediny zo stucinov ¢isla 7 s ciframi 0 az 9, a to ¢islo 28 = 4 - 7. Na mieste
otdznika preto musi byt cifra 4. Doplnime ju a v prvom riadku pod ¢iarou tak bude
4-2017 = 8068, ¢o naozaj kondi cifrou 8. Vo vyslednom sii¢ine potrebujeme mat cifru 1
na mieste desiatok; ti spolu s cifrou 6 na mieste desiatok v ¢isle 8 068 dostaneme iba
tak, Ze k nej pri¢itame cifru 5 — tentoraz teda hladame taky nasobok ¢isla 2017, ktory
kon¢i cifrou 5:
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Tomu vyhovuje iba nasobok 5 -7 = 35. Podobnym postupom doplnime aj zvysné dve
cifry — na mieste stoviek preto bude cifra 3 a na mieste tisicok cifra 4:

2017 2017 2017
X *x 754 X 7354 X 4354

8068 8068 8068
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Kazdé cislo, ktoré po vynasobeni ¢islom 2017 konci stvorcislim 2018, musi teda
koncit Stvorcislim 4 354, a tak najmensi vyhovujici nasobok je 2017-4354 = 8 782 018.
Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za spravnu volbu postupu zistovania cifier sprava dajte 1 bod. Kazda

cifru spravneho rieSenia odmernte 1 bodom a zdévodnenie, Ze najdené cCislo je najmensSie, odmerite
poslednym bodom. Ak je postup spravny, ale najdené ¢islo nie je spravne, dajte nanajvys 4 body.



2. Pre celé ¢isla x, vy, z plati 22 +y—z = 10, 22 —y+ z = 22. Ndjdite najmensiv mozni
hodnotu vyrazu x2 + y? + 22. (Jan Mazak)

Riesenie. Sc¢itanim danych rovnosti dostaneme
(2 +y—2)+ (22 —y+2) =227 =10+ 22 = 32,

preto 22 = 16, ¢ize x = +4. Ked tento vysledok dosadime spif do prvej & druhej
z danych rovnosti, vyjde v oboch pripadoch z =y + 6.
Dosadme teraz obe ziskané rovnosti do vyrazu, ktory méame minimalizovat:

2 +y?+22 =16+y° + (y+6)> = 2y> + 12y + 52 = 2(y* + 6y +26) = 2((y +3)> +17).

KedZe (y+3)? = 0, je najmensia mozna hodnota daného vyrazu rovna 2-17 = 34. Tto
hodnotu upraveny vyraz dosahuje pre y = —3, z ¢oho vychadza z = y 4+ 6 = 3, ndjdené
¢isla x, y a z su teda celé, ako vyzaduje zadanie.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Za odvodenie oboch vzfahov 22 = 16 a z = y + 6 dajte po 1 bode,
1 bod za prepis vyrazu v zadani na vyraz s jednou neznamou, 2 body za jeho apravu na vyraz s druhou

mocninou a 1 bod za nédjdenie minima 34. Ak v8ak chyba konstatovanie, Ze hodnotu 34 vyraz skutoc¢ne
nadobuda, strhnite 1 bod.

3. Dany je trojuholnik ABC'. Nech P, QQ su postupne stredy stran AB, AC a nech R,
S st vnutorné body usecky BC, pre ktoré |BR| = |RS| = |SC|. Oznac¢me T priesecnik
priamok PR a QS. Dokazte, ze ABTC' je rovnobeznik. (Patrik Bak)

Riesenie. Dokéazeme, ze uhlopriecky Stvoruholnika ABTC sa navzéjom rozpoluji, ¢o
bude znamenat, ze ABTC je naozaj rovnobeznik.

Oznacme X stred tsecky PQ a 'Y stred tsecky RS (obr.1). Z rovnosti |BR| = |SC|
vyplyva, ze bod Y je zaroven stredom usecky BC'. Kedze ako je zndme PQ || BC, st
trojuholniky APQ a ABC podobné podla vety uu, takze ich ,,polovice* APX a ABY st
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podobné podla vety sus, teda bod X lezi vnutri tsecky AY . Analogicky z rovnobeZnosti
PQ || RS vyplyva podobnost trojuholnikov TRS a TPQ (uu), takZze si podobné aj
trojuholniky TRY a TPX (sus), a bod Y tak lezi vnutri tsec¢ky TX (lebo |RS| <
< |PQ)). Spolu dostavame, ze bod Y lezi na tisetke AT. Ostava dokazaft, ze Y je nielen
stredom tusecky BC, ale aj stredom usecky AT

Kedze usecka PQ je strednou prieckou trojuholnika ABC, je |PQ| = %|BC’ |, ¢ize
|PX| = 1|BY], takie z prvej podobnosti APX ~ ABY mame

1
AX| = S|AY], dze |AY|=2|XY]. 1)

Kedze |RS| = 1|BC| = - 2|PQ|, je |RY| = 2|PX]|, a preto z druhej podobnosti
TRY ~ TPX vychadza

2 2
ITY | = §]TX] = g(\TY] +|XY]), ¢&ize |TY|=2|XY].

To spolu s druhou rovnostou v (1) dava |TY| = |AY|. Tym je dokaz ukonceny.

Iné rieSenie. Dopliime trojuholnik ABC na rovnobeznik ABT'C. Jeho uhlo-
priecka AT’ potom prechddza stredom Y tsecky BC (obr.2), a zo zadania teda
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Obr. 2

vyplyva, ze |RY| = |RS| = 1. 1|BC| = % - 1|BC| = |BY], ¢ize |BR| : |RY| =
= 2 : 1. Bod R tak lezi na taznici BY trojuholnika ABT’ a deli ju v pomere 2 : 1,
preto je taziskom. Priamka T’ R je teda taznicou trojuholnika ABT’, a prechadza preto
stredom P strany AB. Podobne dostaneme, Ze priamka T"S prechadza bodom @, a tak
je bod T” priese¢nikom priamok PR a Q.S, ¢ize T' = T', ¢o sme chceli dokézaf.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Za dokaz, ze tsecka AT rozpoluje tsecku BC, dajte celkom 3 body,

z toho po jednom bode za obe podobnosti a treti bod za dékaz kolinedrnosti bodov A, Y a T. Dalsie
2 body dajte za vyjadrenie pomeru |TY| : |TX| = 2 : 3 a za odvodenie rovnosti |[TY| = |AY|.
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A posledny bod za tvrdenie, Ze Stvoruholnik ABTC' je rovnobeznik, pretoze sa jeho uhlopriecky
rozpoluju.

Ak riesitel postupuje ako v druhom rieSeni, ocenite 2 bodmi doplnenie na rovnobeznik ABT'C.
Tri body dajte za tvrdenie, ze bod R (resp. S) je taziskom trojuholnika ABT’ (resp. ACT’), pri¢om
2 body dajte za odvodenie pomeru |BR|: |RY|=2:1 (resp. |SC|:|SY| =2:1). Posledny bod dajte
za zistenie, Ze bod T lezi rovnako ako bod T v prieseéniku priamok PR a QS.

Ak riesitel postupuje inak ako v uvedenych rieSeniach, hodnotte jednotlivé zistenia v silade
s uvedenymi schémami.

4. Urcte najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré plati: Ked vyplnime stvorcovi tabulku
n X n lubovolnymi navzdjom réoznymi prirodzenymi cislami, viZdy sa najde policko
s c¢islom, ktoré po deleni tromi ddva rovnaky zvysok ako iné€ cislo z toho istého riadka
aj ako iné &islo z toho istého stlpca. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Pre ¢isla n = 1,2,3 nie je fazké uviest priklad tabuliek, v ktorych Zelané
policko neexistuje. KedZe nas zaujimaju iba zvysky ¢isel po deleni tromi, zostavime
najskor prislichajtce tabulky tak, aby sme v kazdom riadku aj stipci mali rézne zvysky,
a potom uvedené zvysky nahradime roznymi ¢islami s tym istym zvyskom (tabulka pre
n = 1 moze obsahovat lubovolné prirodzené ¢islo):

1]2 1]2
2]1 301 — 2|1 264

1]2 4
1/2]0 d 71819

Teraz ukaZeme, 7e pre n = 4 uz dané tvrdenie plati. Cisla v fubovolne vyplnenej
tabulke 4 x 4 nahradime ich zvyskami 0, 1, 2 po deleni tromi. Zvolme Tubovolny riadok r;
vyplnenej tabulky. St v fiom zapisané Styri zvysky, takZe aspoii jeden z nich — ozna¢me
ho z; — sa v riadku opakuje, je teda zapisany v dvoch réznych stipcoch, ktoré ozna¢ime
s1 a so. Ak je v stlpci s; zvySok z; zapisany dvakrat, sme s hladanim pozadovaného
policka hotovi (&islo v riadku r; a stlpci s; ma vo svojom riadku aj stlpci este dalsie
¢islo s rovnakym zvyskom z; po deleni tromi).

V opac¢nom pripade je v stipci s; nejaky iny zvysok — oznac¢me ho zo # 21 — zapisany
aspon dvakrat; prislichajuce riadky oznac¢me ro a r3:

Ak je na niektorom z dvoch poli¢ok uvazovanej tabulky oznacenych zatial otéaz-
nikom zvySok z;, sme hotovi, kedZe pozadovani vlastnost mé policko v riadku rq
a v stlpci s9. Podobne sme hotovi, ak je na mieste jedného z otaznikov zvysok zs, kedze
v tom pripade vyhovuje policko so zvyskom zs v tom istom riadku a stipci s;. Ostéva
eSte t4 moznost, Ze na miestach oboch otdznikov st zapisané dva rovnaké zvysky z3
(29 # 23 # 21). Oznaéme zvy$né stlpce ako s3 a s4 (na ich skutoénom poradi v tabulke
samozrejme nezalezi):

| S1 S92 S3 S84

r |z
Ta | 22 23
r3s | 22 <3
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Ak je teraz na mieste jedného zo Styroch otaznikov zvysSok z,, méa pozadovani
vlastnost poli¢ko v tom istom riadku a v stipci s;. Podobne ak je na mieste jedného
zo $tyroch otaznikov zvySok z3, vyhovuje policko v tom istom riadku a v stlpci ss.
Napokon ak na mieste vSetkych Styroch otaznikov sii napisané iba zvysky zi, tak kazdé
z tychto Styroch policok mé pozadovant vlastnost.

Prave sme ukézali, ze v kazdej tabulke 4 x 4 ndjdeme vzdy ¢islo, ktoré dava rovnaky
zvysok po deleni tromi ako iné ¢islo z toho istého riadka aj ako iné cislo z toho istého
stipca. Hladané najmensie n je teda rovné Styrom.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Body rozdelte zhruba nasledovne: 1 bod za tabulku 3 x 3, 1 bod
za ideu, Ze v kazdom riadku a stipci tabulky 4 x 4 sa nejaky zvySok opakuje, 1 bod za prepojenie
riadkov a stipcov (zmysluplné pouzitie myslienky), 1 bod za nasledné doplnenie zvyskov z3 (dvojica

otédznikov), 1 bod za doplnenie dalsich zvyskov (Stvorica otdznikov), ktoré vedu k ndjdeniu vhodného
policka, a 1 bod za spravny zaver, ze najmensie hladané ¢islo je 4.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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