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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh doméceho kola kategorie Z6

1. Anicka a Blanka si napisali kazda jedno dvojciferné cislo, ktoré zacinalo sedmickou.
Dievcatd si zvolili rozne c¢isla. Potom kaZdad medzi obe cifry vloZila nulu, takZe im vzniklo
trojciferné cislo. Od neho kazZdd odcitala svoje povodné dvojciferné cislo. Vysledok ich
prekvapil. Urcte, ako sa ich vysledky lisili. (Libuse Hozova)

Napad. Vyskusajte opisany postup s niekolkymi konkrétnymi ¢islami.

Riesenie. Dvojciferné c¢islo zacinajice sedmickou je tvaru 7x, pricom namiesto hviez-
dicky moze byt Iubovolné cifra. Vlozenim nuly dostavame trojciferné ¢islo tvaru 70x.
Bez ohladu na to, aki cifru zastupuje hviezdic¢ka na mieste jednotiek, rozdiel vychédza

stale rovnako:
70 %

- 7 %
6 30

Vysledky Anicky a Blanky sa nijako nelisili, obom vyslo 630.

2. Erika chcela poniknut cokolddu svojim trom kamardtkam. Ked ju vytiahla z batohu,
zistila, Ze je poldmand ako na obrazku. (Vyznacené $tvorceky si navzdajom zhodné.)
Dievéatd sa dohodli, Ze ¢okoldadu dalej lamat nebudi a losom urcia, aky velky kusok
ktord dostane. Zoradte Styri kusky cokolady od najmensieho po najvicst.
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(Katarina Jasenc¢akova)
Napad. Viete porovnat jednotlivé kisky bez pocitania?

RieSenie. Najskor oznac¢ime niekolko pomocnych vrcholov ako na obrazku:
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Usecka AC je uhloprieckou obdlznika ABCD, a té4 deli obdlznik na dve rovnaké
Casti. Jedna dast je tvorend trojuholnikmi AEC a EBC, druh4 ¢ast je tvorend mnoho-
uholnikmi AHGFD a CFGH.



Trojuholnik ABC je polovicou obdlznika ABCD. Trojuholnik EBC' je polovicou
obdlznika EBCI, a ten je polovicou obdlznika ABCD. Preto mé trojuholnik EBC
polovi¢ny obsah v porovnani s trojuholnikom ABC' a trojuholniky EBC a AEC tak
maja rovnaky obsah.

Mnohouholniky AHGFEFD a CFGH mozno rozdelit na mensie ¢asti, ktoré si po
dvojiciach zhodné, pozri prerusované ciary na nasledujicom obrazku. Preto maju aj
tieto dva mnohouholniky rovnaky obsah.
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Vsetky $tyri mnohouholniky teda maja rovnaky obsah, ¢ize vSetky styri kusky
¢okolady st rovnako velké.

Pozndmka. Vyjadrenie obsahov jednotlivych kiskov pomocou vyznacenych stvorcekov
vyzera takto: cely obdlZnik mé obsah 6 x 4 = 24 Stvoréekov, kazdy z trojuholnikov
AEC a EBC ma obsah 1(3 x 4) = 6 Stvorc¢ekov, kazdy z mnohouholnikov AHGFD
a CFGH méa obsah 3+ 2+ 1 = 6 Stvorcekov (odvodené z predchadzajiceho delenia).

3. Jano mal 100 rovnakych zavaracich flias, z ktorych si staval trojboké pyramidy.
Najvyssie poschodie pyramidy md vidy jednu flasu, druhé poschodie zhora predstavuje
rovnostranny trojuholnik, ktorého strana pozostdva z dvoch flias, atd. Priklad konstruk-
cie trojposchodovej pyramidy je na obrazku.

1. poschodie 1. a 2. poschodie trojposchodové pyramida

1. Kolko flias Jano potreboval na pditposchodovi pyramidu?
2. Kolko poschodi mala pyramida, na ktorid bolo pouZityjch ¢o najviac Janovych flias?
(Katarina Jasencakova)

Napad. Ako sa lisia pocty flias v susednych poschodiach?

RiesSenie. 1. Flase budeme pocitat po poschodiach zhora. Zo zadania a navodnych
obrazkov vieme, ze v piatom (najvysSom) poschodi je 1 flaga, vo $tvrtom poschodi st
3 flase, v trefom poschodi je 6 flias. Kazdé dalsie (nizsie) poschodie si mozno predstavit
tak, ze sa k predchadzajicemu (vyssiemu) poschodiu prida jeden rad flias:
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Na pétposchodovi pyramidu Jano potreboval

1+1424+1+24+34+14+2+3+4+1+2+3+4+5 =35 flias.
~—— N—— N —~ < g _
3 6 10 15

2. S rovnakym ndpadom ako v predchadzajicom odseku budeme pracovat dalej,
kym nevycéerpdme maximum zo sto pouzitelnych fliag: na Sestposchodovii pyramidu
treba

35+ 15 4+ 6 = 56 flias,
——

21
na sedemposchodovil pyramidu treba
56 + 21 + 7 = 84 flias,
——
28
na osemposchodova pyramidu treba
84 + 28 + 8 = 120 flias.
~——
36

So sto flagsami sa dé postavit nanajvys sedemposchodova pyramida.

4. Veronika ma klasickiu Sachovnicu s 8 x 8 polickami. Riadky siu oznacené ciframi 1
az 8, stlpce pismenami A aZ H. Veronika poloZila na policko B1 jazdca, s ktorym mozno
pohybovat iba tak ako v Sachu.

1. Je mozné premiestnit jazdca Styrmi tahmi na policko H1?

2. Je mozné premiestnit jazdca piatimi tahmi na policko E6?
Ak dno, popiste vietky mozné postupnosti tahov. Ak nie, zdovodnite, preco to mozné
nie je. (Katarina Jasencakova)

Napad. Oznacte si postupne policka, na ktoré mozno jazdca premiestnit po prvom
tahu, po druhom tahu atd.

RieSenie. I ked v zadani st pouzité pre oznacenie stipcov velké pismend, v rieSeni
budeme pouzivat malé.

1. Po chvili sktsania zistime, Ze doskékat s jazdcom z policka bl na policko hl
v Styroch fahoch sa dé napr. takto: c¢3, €2, g3, hl, pozri obrazok.




Aby sme doplnili vSetky postupnosti tahov medzi tymito polickami a na Ziadnu
moznost nezabudli, budeme postupovat nasledovne. Uréime vSetky policka, na ktoré sa
dé jazdec z bl premiestnit po prvom a po druhom tahu:

Urcéime vsetky poli¢ka, na ktorych musi jazdec stat po tretom a po druhom tahu, aby
po Stvrtom tahu skoncil na hl:

Moznost s jazdcom po druhom fahu na €2 je jedna, a to je prave vyssie uvedené
rieSenie. Moznosti s jazdcom po druhom fahu na e4 st $tyri:
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Moznost s jazdcom po druhom tahu na d1 je jedna, rovnako ako moznost s jazdcom po
druhom fahu na f1:

2. Lahko moZno najst tiez cestu z policka bl na policko e6 v Styroch fahoch, ale
v piatich uz nie. Dévodom je to, ze farba policka, na ktorom jazdec stoji, sa po kazdom
jeho tahu meni (jeden fah jazdca méa dve casti: dlhsia c¢ast je o dve policka, a pri tom
sa farba zachovéva, kratsia ¢ast je o jedno policko, a pri tom sa farba meni):

Vychodiskové policko bl je biele, po prvom tahu bude jazdec staf na ¢iernom
policku, po druhom tahu bude opit na bielom atd. — po neparnom pocte fahov bude
na ¢iernom policku, po parnom pocte tahov bude na bielom policku. Policko €6 je biele
a b je neparne ¢islo, preto sa neda premiestnit jazdec z bl na e6 v piatich fahoch.

Pozndmka. Sedem moznych rieSeni v prvej casti tlohy mozno najst ndhodnym sktasanim
a nasledne sa zamysliet nad zdovodnenim, Ze st tieto rieSenia vSetky. Pri hodnoteni
budte zhovievavi, aj nie celkom tiplné zdovodnenia mozno hodnotit stuptiom 1. AvSak
komentére neobsahujice ziadne vysvetlenie hodnotte nanajvys stupiiom 2.



5. V plechovke boli cervené a zelené cukriky. Cyril zjedol % vsetkych cervenych cukrikov
a Zuzka zjedla % vsetkych zelengych cukrikov. Teraz tvoria cervene cukriky % vsetkych

cukrikov v plechovke. Kolko najmenej cukrikov mohlo byt povodne v plechovke?
(Lucie Ruzickova)

Napad. Kolko cukrikov tej-ktorej farby mohlo, resp. nemohlo byt pévodne v plechovke?

Riesenie. Ako Cyril, tak Zuzka zjedli niekolko pitin cukrikov prislichajicej farby.
Preto musi byt povodny pocet ako ¢ervenych, tak zelenych cukrikov delitelny piatimi.
Budeme ako povodny pocet cervenych cukrikov uvazovat ¢o najmensie ¢isla delitelné
piatimi a skusime vyjadrit pocet zelenych cukrikov:

e Ak by cervenych cukrikov bolo povodne 5, zvysili by z nich po odjedeni 3. Tieto
3 cukriky by mali tvorif % vSetkych zvysnych cukrikov, teda vSetkych zvysnych
cukrikov by bolo 8 a zvysnych zelenych by tak bolo 5. Tychto 5 cukrikov by malo
tvorit zvysné % vSetkych zelenych, ¢o sa neda.

e Ak by cervenych cukrikov bolo pévodne 10, zvysilo by z nich po odjedeni 6. Tychto
6 cukrikov by malo tvorit % vSetkych zvysnych cukrikov, teda vsetkych zvysnych
cukrikov by bolo 16 a zvysnych zelenych by tak bolo 10. Tychto 10 cukrikov by malo

tvorit zvysné % vSetkych zelenych, takze vSetkych zelenych by pévodne bolo 25.

Najmensi pocet cukrikov, ktoré mohli byt pévodne v plechovke, je 10 + 25 = 35.

Iny napad. Aku cast zvys$nych cukrikov tvorili zelené cukriky?

Iné rieSenie. Cervené cukriky tvorili po odjedeni % vsetkych cukrikov, zelené cukriky

tak tvorili % vSetkych zvysnych cukrikov, preto pocet zvysnych zelenych cukrikov musi
byt delitelny piatimi.

Zuzka zjedla % zelenych cukrikov, v plechovke tak zvysili % povodného poctu
zelenych cukrikov, preto pocet zvysnych zelenych cukrikov musi byt delitelny aj dvoma.
Celkom dostavame, Ze pocet zvysnych zelenych cukrikov musi byt delitelny desiatimi.

Najmensi mozny pocet zvysnych zelenych cukrikov je 10. V takom pripade by
povodny pocet zelenych cukrikov bol 25, pocet zvysnych cervenych cukrikov 6 a pévodny
pocet cervenych cukrikov 10.

Najmensi pocet cukrikov, ktoré mohli byt povodne v plechovke, je 10 + 25 = 35.

Pozndmka. Predchéddzajice tvahy je mozné graficky znazornit takto:

po odjedeni

A —— — — ..l..l..l
povodne e

v

cervené zelené

Pomocou neznamych c, resp. z, ktoré oznacuji pévodné pocty cervenych, resp.
zelenych cukrikov, je mozné tlohu sformulovat takto:

3 _3<3 +2>
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pricom ¢ a z su ¢isla delitelné piatimi a %c + %z je delitelné 6smimi. Predchadzajice
vyjadrenie mozno upravit na

8¢ =3c+ 2z, Ccize b5c=2z.

Najmensie ¢ a z vyhovujice vSetkym uvedenym poziadavkdm st ¢ =2-5=10a z =

=5-5=25.

6. Zostrojte lubovolni usecku DS, potom zostrojte kruZnicu k so stredom v bode S,
ktora prechddza bodom D.
1. Zostrojgte rovnostranny trojuholnik DAS, ktorého vrchol A leZi na kruznici k.
2. Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC, ktorého wvrcholy B a C tieZ lezia na
kruznici k.
(Lucie Ruzickova)

Napad. Co vsetko viete o rovnostrannych trojuholnikoch?

RieSenie. 1. Usecky AS a AD majt byt zhodné s danou tseckou DS. Teda

e bod A zostrojime ako priesecnik kruznice k a kruznice so stredom D a polome-
rom DS.

Také body su dva.

2. Pre trojuholnik ABC s vrcholmi na kruznici k£ plati, ze druhé priesec¢niky
priamok AS, BS a CS s kruznicou k su stredovo simerné s bodmi A, B a C podla
stredu S. Ak je trojuholnik ABC rovnostranny, je rovnostranny aj tento stredovo
sumerny trojuholnik. VSetkych Sest bodov na kruznici k potom tvori vrcholy pravidel-
ného Sestuholnika. Pravidelny Sestuholnik je tvoreny Siestimi zhodnymi rovnostrannymi
trojuholnickami, z ktorych dva st zostrojené v prvej casti ulohy. Usecka A;A; na
predchédzajicom obréazku je preto jednou zo stran hladaného trojuholnika:

e jeden z bodov Ay, Ay v prvej Casti tlohy oznac¢ime A, druhy oznacime B,
e bod C zostrojime ako priese¢nik kruznice k s priamkou DS.

Alternativne mozno bod C' zostrojit ako prieseénik kruznice k s kruznicou so
stredom v bode A, prip. B a polomerom AB. Na nasledujicom obrazku je naznacené
eSte iné rieSenie zalozené na doplneni pravidelného Sestuholnika opakovanim konstrukcie
z prvej Casti ulohy.
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