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67.roénik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Vyjadrite c¢islo milion pomocou cisel obsahujicich iba cifry 9 a algebrickych operdcii
plus, minus, krdt, delene, mocnina a odmocnina. Urcte aspon tri rozne riesenia.
(Lenka Dedkova)

Napad. Vyjadrite uvedenym sposobom ¢o najviac malych prirodzenych ¢isel, ktoré by
sa mohli dalej hodif.

RieSenie. Prirodzené ¢isla obsahujuce iba cifry 9 sa 9, 99, 999, 9999 atd. Nahodné
operéacie s tymito ¢islami vychadzaja vSelijako, ale méZeme si v§imnit napr. nasledujtce
vysledky:

“=1, V9=3, 9+9=18 99-9=90 a pod.
V dalsom kroku vieme vyjadrit ¢islo 10, a to napr. takto:

9 9-9+9 99-9
10=9+ - = = .
+9 9 9

Podobne mozno vyjadrit 100, 1000 atd., teda aj milién:

1000000 — 999999 g _ 99999%-94—9 _ 99999999— 999999.

Z dalsich napadov z prvého kroku mozeme vyjadrit napr.

9 9 949 9+9
o242 2% g_g_ o212 d.
0t 9= 9 Vo Jo 4P

Z toho mozno vyjadrit milién mnohymi dalsimi spésobmi, napr. takto:

9 9—9
1000000 = (9—|—§) .

Pozndmka. Pomocou g = 1 mozno vyjadrit milién aj ako stcéet miliéna tychto zlomkov.
Tento a podobné napady vSak nie je mozné hodnotif, ak nie st realizované vyssie
opisanym sposobom (teda st bez slov alebo bodiek naznacujucich pokracovanie istej
myslienky).

2. V ostrouhlom trojuholniku K LM md uhol K LM wvelkost 68°. Bod V' je priesecnikom
vysok a P je pitou vysky na stranu LM . Os uhla PV M je rovnobeznd so stranou K M.
Porovnagte velkosti uhlov MKL a LMK . (Libuse Hozova)

Napad. Uvazujte osovi simernost podla vysky na stranu K M.

Riesenie. Na nasledujicom obrazku st znazornené udaje zo zadania, navySe péty
vSetkych vysok (body P, @, R) a priese¢niky osi uhla PVM so stranami trojuholnika
(body A, B):
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Os uhla PV M je rovnobezna so stranou K M, preto obe tieto priamky st kolmé
na vysku LR. Teda pri osovej stimernosti podla priamky LR sa ako priamka KM,
tak priamka AB zobrazuje sama na seba. Uhly PVM a QVK st zhodné (vrcholové
uhly) a os uhla PVM je tiez osou uhla QVK, preto uhly AVM a BVK st zhodné. Pri
osovej sumernosti podla priamky LR sa tak priamka PK zobrazuje na priamku QM,
teda bod K sa zobrazuje na bod M. Spolu zistujeme, Ze trojuholnik K LM je simerny
podla vysky LR. Preto st uhly M KL a LMK zhodné.

Iny napad. Porovnajte uhly, ktoré urcuje os uhla PVM so stranami KL a LM.

Iné riesenie. Uhly PVM a QVK su zhodné (vrcholové uhly). Os uhla PV M je tiez
osou uhla QV K, preto uhly PVA a QV B st zhodné. Trojuholniky PV A a QV B st
oba pravouhlé a maju zhodné vnutorné uhly pri vrchole V', preto aj uhly PAV a QBV
st zhodné.

Os AB je rovnobezna so stranou K M, preto su dvojice uhlov PAV, LMK a QBV,
LKM zhodné (sthlasné uhly). Kedze uhly PAV a QBV st zhodné, aj uhly LMK
a LK M st zhodné.

Poznamka. Podla zadania mozno postupne urcit velkosti rozli¢nych uhlov a takto nako-
niec overit, ze uhly M KL a LMK st zhodné. Velkosti vybranych uhlov st vyznacené
na nasledujucom obrazku:




3. Adelka mala na papieri napisané dve c¢isla. Ked k nim pripisala este ich najvicsi
spolocny delitel a najmensi spoloény ndsobok, dostala $tyri rozne ¢isla mensie ako 100.
S uzZasom zistila, Ze ked wvydeli najvicsie z tychto Styroch disel najmensim, dostane
najvicsi spolocny delitel vietkych styroch cisel. Ktoré éisla mala Adelka napisané na
papieri? (Michaela Petrova)

Napad. Aky je vztah medzi najmensim spoloénym nésobkom a najvic¢sim spoloénym
delitelom dvoch ¢isel?

Riesenie. Vsetky styri ¢isla boli navzajom rozne, preto poévodné dve cisla boli rézne,
ich najvicsi spoloény delitel bol mensi ako kazdé z tychto ¢isel a najmensi spoloény

.....

.....

d<d-z<d-y<d-z-y<100.

Vlastnost, ktord Adelku uviedla do tzasu, znamena, Ze podiel d - x - y a d je rovny d,
Cize
d=z-y.

< 10. Také dvojica cisel je jedina:

eprerx=2ay=3jex-y=06<10,

eprex=2ay=>5jex-y=10,

eprex=3ay=4jex-y=12 > 10,

e atd.

Adelka mala napisané ¢isla 6 - 2 = 12 a 6 - 3 = 18, ku ktorym neskor pripisala 6

ab-6=36.

4. Roboti Robert a Hubert skladaji a rozoberaji mlynceky na kdvu. Pritom kaZdy z nich
mlyncek zloZi styrikrdt rychlejsie, ako ho ten druhy rozoberie. Ked rdno prisli do dielne,
niekolko mlyncekov uz tam bolo zloZenich. O 9:00 zacal Hubert skladat a Rdébert rozo-
berat, presne o 12:00 Hubert dokoncil skladanie mlynceka a Rdobert rozoberanie iného.
Spolu za tuto zmenu pribudlo 27 mlyncekov. O 13:00 zacal Rdébert skladat a Hubert
rozoberat, presne o 19:00 dokoncil Robert skladanie posledného mlynceka a Hubert

rozoberanie ineho. Spolu za tuto zmenu pribudlo 120 milyncekov. Za ako dlho zloZi
mlyncek Hubert? Za ako dlho ho zloZi Robert? (Karel Pazourek)

Napad. Kolko mlynéekov pribudne za hodinu v kazdej zo zmien?

Riesenie. V dopoludnajsej trojhodinovej zmene pribudlo 27 mlyncekov, ¢o zodpoveda
27 : 3 = 9 mlyncekom za hodinu. Kedze Rébert rozobera styrikrat pomalsie, ako Hubert
sklada, Hubert sam by zlozil 9 mlyncekov za % hodiny, t.j. 45 minat. Hubert teda zlozi
jeden mlyncek za 45 : 9 = 5 mintut.

V odpoludniajsej Sesthodinovej zmene pribudlo 120 mlynéekov, ¢o zodpovedé
120 : 6 = 20 mlync¢ekom za hodinu. Kedze tentoraz Rébert skladd a Hubert rozobera,
Roébert sam by zlozil 20 mlynéekov za % hodiny, t.j. 45 minat. Rébert teda zlozi jeden
mlyncek za 45 : 20 = 2,25 mintt, t.j. 2 minuty a 15 sektnd.
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Iné rieSenie. Ak h oznacuje pocet mlyncekov, ktoré zlozi Hubert za hodinu, a r pocet
mlynéekov, ktoré za hodinu zlozi Rébert, tak za hodinu rozlozi Hubert Z—ir mlynéekov
a Rébert ih mlynéekov. Informéacie zo zadania ved na rovnice

1
r— Zr) = 120.

D
//

RieSenim prvej rovnice je h = 12, teda Hubert zlozi 12 mlyncekov za hodinu, t.j.
60 minut. Hubert zlozi jeden mlyncek za 60 : 12 = 5 minut. Riesenim druhej rovnice je
r= %, teda Rébert zlozi 80 mlyncekov za 3 hodiny, t.j. 180 minut. Rébert zlozi jeden
mlynéek za 180 : 80 = 2,25 minut.

5. Zhodné obdlzniky ABCD o EFGH si umiestnené tak, Ze ich zhodné strany si
rovnobezné. Body I, J, K, L, M a N st priesecniky predlZenyjch strdn ako na obrdzku.
Obsah obdlznika BNHDM je 12cm?, obsah obdlznika M BCK je 63cm? a obsah obdlz-

nika MLGH je 28 cm?. Urcte obsah obdlznika IFJD. (Eva Semeradova)
D K
T A v
| |
| |
| |
H N G
A i i BT L
|
|
I E E

Napad. Aké st obsahy dalsich obdlznikov?

Riegenie. Obsah obdlznika HNCK je 63 — 12 = 51 (cm?), obsah obdlznika BLGN
je 28 — 12 = 16 (cm?). Pomer obsahov obdlznikov NGJC a HNCK je rovnaky ako
pomer dizok tse¢iek NG a HN, a ten je rovnaky ako pomer obsahov obdlznikov BLGN
a MBNH. Teda

Snvgjc D51 =16:12=4:3,

a preto je obsah obdlznika NGJC rovny 51 -4 : 3 = 68 (cm?).

Kedze obdlzniky ABCD a EFGH st zhodné a posunuté, st napr. tsecky IE a C.J
zhodné a podobne je to s dalsimi dvojicami. Preto st napr. obdlzniky IEM A a NGJC
zhodné, a teda maju rovnaky obsah. Podobne je to s dals$imi dvojicami:
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Obsah obdlznika IF.JD je rovny 12 +2-51 +2-16 + 4 - 68 = 418 (cm?).

6. Priamka predstavuje ciselni os a vyznacené body zodpovedaji cislam a, —a, a + 1,
avsak nie nutne v tomto poradi. Zostrojte body, ktore zodpovedaju cislam 0 a 1. Preberte
vSetky moznosti. (Michaela Petrova)

- -

Napad. Méze byt ¢islo —a vicsie ako a?

Riesenie. Cislo a +1 je o 1 vii¢sie ako éislo a, lezi teda na ¢iselnej osi vpravo od éisla a
a vzdialenost tychto dvoch ¢isel je rovnaka ako vzdialenost hladanych ¢isel 0 a 1.

O vzajomnej polohe ¢isel a a —a ni¢ nevieme; zalezi na tom, ¢i je ¢islo a kladné
alebo zaporné. KedZze tiez nevieme ni¢ o absolitnej hodnote |a| (t.j. vzdialenosti od
nuly), nemdzeme porovnat ani ¢isla —a a a + 1. Cisla a a —a vSak majt rovnaki
absolutnu hodnotu, preto 0 lezi na ¢iselnej osi uprostred medzi tymito ¢islami.

Musime teda uvazovat nasledujtce tri moznosti usporiadania ¢isel na ¢iselnej osi:

—a<a<a+l,
a<—a<a+l,
a<a+1< —a.

Vo vsetkych troch pripadoch mozno zostrojit 0 a 1 takto:

e bod predstavujuci 0 je stredom tsecky s krajnymi bodmi a a —a,
e bod predstavujuci 1 je vpravo od 0 v rovnakej vzdialenosti ako a + 1 od a.
1
—a 0 a 1 a+1
H—J%—J\ v
lal  la 1
1
a 6 —a a+1 i
H—JH—J
o] lal
1
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Pozndmka. Pomer vzdialenosti zadanych bodov na ¢iselnej osi urcuje hodnotu ¢isla a
pre kazdé z troch moznych usporiadani. Ak by napr. tento pomer bol 1 : 2 (ako na
obrazku v zadani), tak by zodpovedajice a bolo v prvom pripade %, v druhom pripade

1
6

—= a v tretom pripade —%.
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