skmo.sk

2017/2018
67.ro¢nik MO Zadania tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

(SutaZ sa konala 24.-27. 6. 2018.)

1. Urcte vSetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky redlne cisla z, y plati

f@® +ay) = f(@)f(y) +yf(2) +2f (@ +y).
(Walther Janous, Rakisko)

2. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC', ktorého ziadne dve strany nemaji rovnaku
dlzku. Vnutri strin AB a AC st postupne zvolené body D a E, pricom |BD| =
= |CE|. Ozna¢me O, O postupne stredy kruznic opisanych trojuholnikom ABFE,
ACD. Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom ABC', ADFE a AO10O5 maju spolo¢ny
bod rézny od A. (Patrik Bak)

3. Okolo okruhleho stola sedi 2018 hracov. Na zacéiatku hry rozddme hra¢om Iubovolne
vetky karty z balicka, ktory obsahuje K kariet (niektori hra¢i nemusia dostat ziadne
karty). Nésledne v kazdom fahu zvolime jedného hréaca, ktory si od kazdého zo svojich
dvoch susedov zoberie jednu kartu. Je dovolené zvolit len takého hraca, ktorého obaja
susedia maji nenulovy pocet kariet. Hra skonc¢i, ked taky hrac¢ neexistuje. Uréte naj-

.....

vzdy skoné¢i po koneénom pocte tahov. (Peter Novotny)

4. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s obvodom 2s a tri navzajom disjunktné kruhy
so stredmi v bodoch A, B, C. Dokéazte, Ze existuje kruh s polomerom s, ktory obsahuje
vSetky tri dané kruhy. (Josef Tkadlec)

5. V obdlzniku s rozmermi 2 x 3 lezi lomen4 ¢&iara s celkovou dlzkou 36, ktord méze
pretinat sama seba. Dokazte, Ze existuje priamka, ktord je rovnobezna s dvoma stranami
obdlznika, pretina zvysné dve strany v ich vnatornych bodoch a pretina dant loment
¢iaru v menej ako 10 bodoch. (Josef Tkadlec, Vojtech Bélint)

6. Kladné celé c¢islo n nazyvame fantasticke, ak existuju kladné racionalne cisla a, b
také, ze
1 1
n=a+—+b+ —.
a b
a) Dokazte, ze existuje nekonecne vela prvocisel p takych, ze ziadny nasobok p
nie je fantasticky.
b) Dokéazte, ze existuje nekonecne vela prvocisel p takych, ze aspon jeden naso-
bok p je fantasticky.
(Walther Janous, Rakiisko)



