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64. ro¢énik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

1. Na kruznici s polomerom r leZia rozne body A, B, C, D, E v tomto poradi,
pricom |AB| = |CD| = |DE| > r. Dokdzte, Ze trojuholnik, ktorého vrcholy si taZiskd
trojuholnikov ABD, BCD a ADE, je tupouhly. (Tomas Jurik)

Riesenie. Ozna¢me P, ), R postupne taziska trojuholnikov ABD, BCD, ADE. Nech
K a L st postupne stredy tse¢iek BD a AD. Taziskd P a @ delia faznice AK a CK
v rovnakom pomere AP : PK = CQ : QK =2 : 1, preto PQ || AC. Podobne PR || BE.
Z toho vyplyva, ze uhol QPR mé rovnakt velkost ako uhol CXE urceny priamkami
AC a BE (pricom X je prieseénik priamok AC' a BE, poz. obr. 1).

Obr. 1

Oznac¢me ¢ velkost obvodového uhla uréeného tetivou AB zadanej kruznice. Kedze
|CD| = |DE| = |AB|, mame {CAFE = 2y a teda z trojuholnika AX E dostavame

|KCXE| =180° — |{AXE| = ¢+ 2¢ = 3.

Kedze |[AB| > r, je ¢ > 30°, takze |[£{QPR| = 3¢ > 90°.

Poznamka. Body P, Q, R vzdy urc¢uja trojuholnik, t.j. nemoézu lezat na jednej priamke.
Vyplyva to z toho, ze uhlopriecky AC' a BE tetivového stvoruholnika ABCE vzdy
ur¢uju uhol s velkostou menej ako 180°.

2. Systéem mnozin F sa nazyva skvely, ak je splnend nasledujica podmienka: Pre kaZdu
trojicu mnozin X1, Xq, X3 € F je aspon jedna z mnozin

(X1 \ X2) N X3, (X2 \ X1) N X3



prazdna. Dokdzte, Ze ak F je skvely systém pozostdvajict z niektorych podmnoZin danej
konecénej mnoziny U, tak |F| < |U| + 1. (Michat Pilipczuk)

RieSenie. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou vzhladom na |U|. Ak |U| = 0,
t.j. ak U = (), existuje iba jedna podmnozina mnoziny U a trividlne |F| < 1.

Dalej predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky mnoziny s poctom prvkov
mensim ako k pre dané k > 0. Nech U je fubovolnd mnozina spliiajica |U| = k a F je
skvely systém jej podmnozin. Ukazeme, ze |F| =< |U| + 1.

Ak |F| £ 1, tvrdenie oéividne plati. Ak |F| = 2, uvazujme vSetky dvojice roz-
nych mnozin z F. KedZe pocet takych dvojic je koneény a nenulovy, existuje dvojica
(Y,Z) € F2,Y # Z s prienikom majicim maximalny podet prvkov, teda |[Y N Z| =m
a prienik Tubovolnych dvoch réznych mnozZin z F ma najviac m prvkov.

KedZe mnoziny Y a Z st rozne, aspon jedna z nich musi obsahovat prvok, ktory
nelezi v druhej z nich. Bez ujmy na vSeobecnosti nech Y \ Z je neprazdna a zvolme
nejaky prvok y € Y\ Z.

V pripade, ze Y je jedind mnozina obsahujica ¥, st vSetky mnoziny systému F' =
= F\ {Y} podmnozinami mnoziny U’ = U \ {y}. Zrejme F', kedze je podsystémom
skvelého systému, je tiez skvely. Podla indukéného predpokladu pre U’ a F/ méame

\Fl=|F|+1< (U +1)+1=|U|+1,

tvrdenie teda plati.

Obr. 2

V opa¢nom pripade existuje aspon jedna mnozina W € F taka,ze y e W, W #£Y
(obr. 2). Vzhladom na vyber dvojice (Y, Z) mnozina W nemoze obsahovat cely prienik
Y N Z (inak by bolo |Y N W| 2 m+1). Nech z € (Y N Z) \ W. Dostavame

ye (W\Z)NnY a ze (Z\W)NY,
¢o je v spore s vlastnostami skvelého systému pre X1 = Z, Xo = W a X3 =Y. Tento
pripad preto nie je mozny a indukény krok je ukonceny.

Pozndmka. V skutoc¢nosti sme dokazali, ze pre kazdy skvely systém s aspon jednou
mnozinou existuje prvok, ktory patri len do jednej mnoziny.

Iné riesenie. Opit budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na |U|,
s trividlnou platnostou tvrdenia pre U = (). Predpokladajme, ze F je skvely systém
podmnozin konec¢nej mnoziny U a nech Z je spomedzi vsetkych neprazdnych mnozin
z F td s najmensim poctom prvkov (ak takd neexistuje, tak |F| < 1 a tvrdenie plati).
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Prvym pozorovanim je, ze ak Y7 a Y, st dve neprazdne mnoziny z F, pre ktoré
plati Y1 \ Z = Y5 \ Z (priptstame aj pripad Y; = Z alebo Y, = Z), tak Y; = Ya.
Predpokladajme, ze to nie je pravda. Potom existuju také dve neprazdne mnoziny
Y1,Ys € F, pricom Y7 # Ys. Bez ujmy na vSeobecnosti nech x; € Y7 \ Y. Kedze Y7 \
\Ys C Z, médme z; € Z\ Y, (obr.3). Mnozina Z ma minimélny pocet prvkov a Y5 je
neprazdna, preto |Z| < |Yz|. Z toho, ze Z € Y5 (lebo x1 € Z \ Ys3), dostavame, Ze aj
Y2\ Z je neprazdna a teda existuje prvok zo € Y5\ Z = Y7 \ Z. Plati tak

x1 € Z\ Yo, x9 €Yo\ Z a {z1,22} C Y.

To je v spore s definiciou skvelého systému pre X; = Z, Xy = Y5 a X3 = Y.

7 — minimalna mnozina

Obr. 3

Definujme systém F’ podmnozin mnoziny U \ Z nasledovne:
F'={Y\Z:YeF, Y+# 0}

Zrejme F' je skvely systém podmnozin mnoziny s mensim poc¢tom prvkov, takze podla
indukéného predpokladu |F'| £ |U \ Z| + 1. NavySe z vyssie uvedeného pozorovania
vyplyva, ze mnoziny Y \ Z st navzijom rdzne pre vietky Y € F splhajtce Y # (),
takze | F| < |F'| + 1 (s¢itanec +1 je tu kvoli tomu, ze v F mdze byt prazdna mnozina).
Napokon dostavame

FIS|IFI+1SUN\NZ|+1+1S Ul -1+1+1=|U|+1

3. Readlne cisla x, y, z splnajiu rovnicu

1 1 1
—+-+-4z4+y+2=0
T Yy =z

a Ziadne z nich nelezi v otvorenom intervale (—1,1). Ndjdite najvicsiuv mozni hodnotu
suctu x +y + z. (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Pri prechode od trojice (z,y, z) k trojici (—z, —y, —z) zostane zadana rovnica
splnené a hodnota x + y + z sa zmeni na opacné ¢islo. KedZe na poradi ¢isel x, y, z
nezalezi a vSetky nemo6zu mat kvoli rovnici rovnaké znamienko, predpokladajme vsade
dalej, ze plati x > 0 Ay > 0 A z < 0, a hfadajme najvécsiu hodnotu vyrazu V = |z +
+ y + z| (t4 bude hladané maximum).



Zadant rovnicu prepiSeme na tvar

f(x)+ f(y) = f(t), pricom t:=—-2z>0 a f(x):x+é,

pricom kvoli ,zakdzanému“ intervalu a nasmu znamienkovému predpokladu plati
z,y,t € I := (1,00). Dalej budeme vyuzivat zndmy poznatok, Ze funkcia f je rasttica
bijekcia I — (2,00) (trividlny dokaz tu vynechdme). Z nerovnosti

1 1 1
FO=F@)+f) =zt Fy+o>etyt —— = flr+y)
preto vyplyvat > x +y,ateda z+y+ 2 =2 +y —t < 0. Preto hladdme maximum
kladného vyrazu V =|z+y+z| =t —x —y.

Kazdu trojicu (x,y,t) éisel z I nazveme vyhovujicou, ak f(x) + f(y) = f(t).
Prikladom je trojica (1,1,t9), v ktorej to > 1 je ¢islo s vlastnostou f(tg) = 4, teda
to = 2+ /3. Tejto trojici zodpoveda V = v/3; ukdzeme, Ze je to hladané maximum.
Postup zalozime na takomto tvrdeni: ak st (z,y,t) a (x,y’,t") lubovolné dve vyhovujtce
trojice s rovnakou zlozkou x a ak plati y < y, potom platit —x —y <t —xz — /.
Ak dokizeme tento zéver, potom vzhladom na symetriu bude obdobné platit aj pre
kazdé dve trojice (z,y,t) a (z',y,t") s rovnakou zlozkou y; ked potom k Tubovolne;
vyhovujtcej trojici (x,y,t) uvazime postupne vyhovujtce trojice (z,1,t") a (1,1,%g),
pouzitim sformulovaného tvrdenia dostaneme Zelany zéver maxV = /3. (Navyse tak
zistime, Ze rovnost V = /3 nastane pre jedint vyhovujicu trojicu (1,1,2 4 /3).)

Pre dokaz tvrdenia si vSimneme, Ze z rovnosti

fO)=f@)+fy) a f{t")=f=)+ )

/

< f(y), ktord je dosledkom zadaného predpokladu 3’ < y, vyplyvaju

a nerovnosti f(y’)
) < f(t') < f(t), odkial 1 < t' < t. Plati teda 1 < t'y’ < ty, a tak

nerovnosti f(x

7 rovnosti
1 / / / / ].
J@) =) = 1) = E=p| 1= | =) - ) = =) 1= 55
vdaka odhadu ¢initelov vo velkych zatvorkach
1
0<l——<1——
tl / ty

vyplyva pre prislichajice ¢initele v malych zatvorkach odhad t — y < t' — %/, a teda
aj nerovnost t — x —y < t' — x — 3/, ktortt sme mali dokdzat. Tym je rieSenie tlohy
ukoncené.

Odpoved. Najvicsia hladana hodnota saétu x + y + z je rovna /3.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieSeni sa budeme zaoberaf len pripadom z > 1,
y =1, z < —1 a hladat maximum vyrazu V = |z + y + z|. Zo zadanej rovnosti mozeme
vyjadrit z ako koren kvadratickej rovnice

5 1 1
Z+|lzx+—-—+y+—-]2+1=0.
z Y
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Kedze sucin koretiov tejto rovnice je 1, hodnota z leziaca mimo intervalu (—1,1) je
vzhladom na podmienky x = 1, y = 1 uréend vztahom

1 1 1 1 1\?
=l -\let+H-t+y+—) - r+—-+y+-| —4
2 x Y x Y

Ostéva teda ndjst maximum vyrazu

1 1\? 1 1
2V2|:L’yzl\/<:c+—+y+—) —4—(x——+y——)-
x Y z Yy

Lahko mozno nahliadnut, Ze vyraz vnutri absolttnej hodnoty je kladny. Staci uz len

ukazat, ze
2
1 1 1 1
T Y z Yy

Ekvivalentnymi apravami dostdvame

2
1 1 1 1
\/(x+—+y—i——> —4§2\/§+(:1:——+y——>,
z Yy z Yy

2?4+ y* + V3zx + V3y < 2zy + V3x2y + V3ay?

Poslednd nerovnost plati, pretoze je si¢tom nerovnosti

<ay’, VBx<(V3-1a’y+ay a V3y< (V3-—1)ay®+ay,

&
N
A
8
=
<
IN

ktoré su trividlne splnené pre x,y = 1.

4. Podivnd kalkulacka md len dve tlacidla, na kaZdom je napisané dvojciferné priro-
dzené ¢islo. Na zaciatku je na displeji ¢islo 1. Vidy, ked stlacime tlacidlo s ¢islom N,
kalkulacka zmeni zobrazené cislo X na c¢islo X - N alebo X + N. Pritom ndsobenie
a sc¢itanie sa strieda, zacina sa ndsobenim. (Napriklad ak na 1. tlacidle je ¢islo 10 a na
2. tlacidle je cislo 20 a stlacime postupne 1., 2., 1. a 1. tlacidlo, dostaneme postupne
vysledky 1 - 10 = 10, 10 + 20 = 30, 30 - 10 = 300, 300 + 10 = 310.) Rozhodnite, ¢i
ezistuju konkrétne hodnoty dvojcifernych éisel na tlacidlach také, Ze dokdzZeme zobrazit
nekonecne vela cisel konciacich Stvorcislim

a) 2015,

b) 5813. (Michal Rolinek, Peter Novotny)

Riesenie. Nech a, b su ¢isla napisané na tla¢idlach. Uvazujme postupnost (x,)52,
taku, ze Cislo x,41 je tvorené poslednym Stvorcislim éisla a(x,, + b) pre vSetky n = 0.
Inymi slovami,

ZTpt1 = a(x, +b)  (mod 10000) a 0 = xpy1 < 10000.
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Kedze existuje len konecne vela réznych hodnét x, a kazdy ¢len je zavisly len od pre-
doglého ¢lena, postupnost musi byt periodické s periédou zacinajicou ¢lenom, ktorého
hodnota sa prvykrat zopakuje.

Vo vSeobecnosti periéda nemusi zac¢inat ¢lenom z (napr. ak zoberieme xy = 1,
a =10 a b = 10, tak vSetky ¢leny okrem x( koncia nulou, takze hodnota x¢ sa uz nikdy
nezopakuje). AvSak uvazujme $pecidlny pripad, ked ¢islo a je nesudelitelné s 10 000.
Tvrdime, ze v takom pripade periéda zacina ¢lenom xy. Predpokladajme, ze x,, je prvy
¢len postupnosti, ktorého hodnota sa v nej zopakuje. Nech x,, = x,,, m > n. Ak n > 0,
tato rovnost mozno prepisat v tvare a(x,—1 + b) = a(r,,—1 +b) (mod 10000), ¢ize

10000 | a(zp—1 +b) — a(zpm—1 +b) = a(xp—1 — Tm—1).

Kedze a je nesudelitelné s 10 000, mame 10000 | z,,—1 — ;,—1, odkial z,,_1 = x,,—1. To
je vsak v spore s predpokladom, Ze x,, bol prvy ¢len, ktorého hodnota sa zopakovala.

Predosly odsek pontka névod, ako zobrazit Zelané ¢islo nekonecne vela krat: Po-
trebujeme len vytvorit ¢islo jedenkréat s pouzitim tlacidiel takych, Ze a je nestudelitelné
s 10000 a potom opakovat operacie +b, -a, +b, -a, ... donekonecna. V pripade, Ze
dostaneme Zelané ¢islo po parnom pocte stlaceni tlacidiel, t. j. konciac pri¢itanim, zelany
efekt dostaneme opakovanim operacii -a, +b, -a, +0, ...

Je mnoho spdsobov ako zobrazit 2015 pouzitim zopar stlaceni. Napr. sa mozeme
pokdusit najst a, b také, ze (1-a+0b)-a = 2015. Kedze 2015 = 5-13- 31, mdzeme zobrat
a=3lab=5 13 —a = 65— 31 = 34. Dostaneme

1231 3% 65 =31, 9015,

Vsimnime si, Ze 31 je nesudelitelné s 10 000. Cast a) je tym vyriesena.

Podobne v ¢asti b) chceme vygenerovat postupnost (x,) opisana vyssie s prvym
¢lenom zg = 5813. AvsSak nie je jednoduché dostat prvy vyskyt ¢isla 5813 pouzitim
malého poctu stlaceni. Preto sa budeme snazit vytvorit ¢islo 5813 + b, uvedomujtc si,
ze naslednym vykonanim operacii - a, + b, - a, ... napokon dosiahneme aj 5813. Jednou
z moznosti je najst a, b podla schémy

11—t 9 % 9ah % 2ah + a = 5813 + b.

Ostatntt rovnicu mozno prepisat na tvar (2a — 1)(2b + 1) = 11625 = 3 - 53 - 31. Odtial
mozno polahky ziskat niekolko dvojcifernych rieSeni, jednym z nich je a = 47, b = 62.
Kedze 47 je nesudelitelné s 10 000, postupnost stlaceni

- 62 + 62 -4 47 47 + 62 - 47 62
1 s 62 + ha

s 124 —27, 5898 47, 57y 47, H62 4T w62

vygeneruje ¢isla konciace Stvoréislim 5875 — 62 = 5813 nekonecne vela krat.

Pozndmka. Cislo 5813 je jediné §tvorciferné ¢&islo, na vytvorenie ktorého potrebujeme
aspon 7 stlaceni pri podmienke, Ze aspon jedno z ¢isel na tladidlach je nestudelitelné
s 10000. Preto snazif sa ho vytvorif priamo z ¢sla 1 méze byt zdlhavé. Na druhej
strane, je mnoho sposobov ako ho vytvorit v podobnom duchu ako je ukdzané vyssie.
Uvadzame néaznak iného postupu:

-89 + 89 -8 + 60 -89+89 - 89+89

1 > 89 » 178 —225 15842 %% 15902 = 15813 4 89 2%




Iné riesenie. D4 sa zostrojit postupnost, v ktorej sa kazdé Stvorciferné ¢islo vyskytuje
nekonecne vela krat. Uvazujme kalkulacku s a = 11 a b = 12. Pouzitim rovnakych tvah
ako v predoslom rieSeni dospejeme k tomu, Ze ak budeme neustéle stlacat prvé tlacidlo
(s ¢islom 11, ktoré je nesudelitelné s 10000), po kone¢nom parnom pocte stlaceni do-
staneme ¢islo konciace stvorcislim 0001. Ak zmenime tlacidlo v poslednej operacii, teda
nahradime + 11 operaciou + 12, dostaneme ¢islo konciace 0002. Rovnakym postupom
dokazeme vzdy zviicsit ¢islo tvorené poslednymi Styrmi ciframi o 1 (alebo zmenit 9999
na 0000). Tym je tloha vyrieSena.

5. Danyj je ostrouhly trojuholnik ABC, ktory nie je rovnostranny. Oznacme O stred jeho
opisanej kruznice a H jeho priesecnik vysok. Kruznica k prechdadza bodom B a dotyka sa
priamky AC v bode A. Kruznica l md stred na polpriamke BH a dotyka sa priamky AB
v bode A. Kruznice k al sa pretinaji v bode X (X # A). Dokdzte, Ze |{ HXO| = 180°—
— |£BAC|. (Josef Tkadlec)

RieSenie. Nech F je prieseénik kruznice ! a priamky AC (E # A). Kedze k lezi
v polrovine ACB a [ lezi v polrovine ABC, bod X lezi vnutri uhla BAC (obr.4).
Z usekovych uhlov mame [AXAFE| = |{XBA| a |{XAB| = |{XEA]|. Trojuholniky
ABX a FAX su preto podobné.

Ozna¢me 7 velkost uhla ACB. Zo stredového uhla mame |{AOB| = 27.
Priamka B H prechadza stredom kruznice [ a je kolma na jej tetivu AFE, takze je jej osou.
Preto |AH| = |HE| a z rovnoramenného trojuholnika FAH az AH 1 BC dostavame
|{EAH| = 90° — v, preto |[{AHE| = 2.

Obr. 4

Trojuholniky ABO a EAH st oba rovnoramenné a oproti zakladni maja rov-
naké uhly, preto st podobné. Mame dve dvojice podobnych trojuholnikov s rovnakym
koeficientom podobnosti |[AB| : |[EA|. Kedze O a X lezia v rovnakej polrovine urcenej
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priamkou AB a H a X lezia v rovnakej polrovine uréenej priamkou E A, §tvoruholniky?
ABXO a FAX H st podobné.

Uvazujme otocenie so stredom X, ktoré zobrazi polpriamku X B na polpriam-
ku X A. Vzhladom na odvodenii podobnost sa polpriamka X O v tomto otoceni zobrazi
na polpriamku X H. Odtial

|LHXO| = |£AXB| = 180° — |£BAC)|.

Ostatna rovnost vyplyva z toho, ze AX B je obvodovy uhol nad tetivou AB kruznice k,
zatial ¢o CAB je tsekovy uhol prislichajiuci tej istej tetive. Pritom X aj C lezia
v rovnakej polrovine urcenej touto tetivou.

Poznamka. Namiesto otoc¢enia mozno uvazovat Spirdlovii podobnost zobrazujucu
ABXO na EAXH. Kedze zobrazuje BA na AC, je zrejmé, Ze otolenie, ktorého
zlozenim (s nejakou rovnolahlostou) toto zobrazenie vznikd, je o uhol 180° — L BAC.

Iné riesenie. (Ndznak.) Uloha sa d4 vyriesif prostriedkami analytickej geometrie. Nech
A je pociatok kartezianskej suradnicovej sustavy a B lezi na x-ovej osi. Ozna¢me b prva
stradnicu bodu B a nech (¢, v) st stradnice bodu C. Rutinnym vypoc¢tom dostaneme

B 2 2
A:(0,0), B:(b70), C:(C,U)a H = <C, C(bv C))7 0= <%b7#)7

be be 6bc? 2bcv be
_ 1 _ _ _ 1
S= (350 ) 5= (0.5). X = (garm gores ) V= (35t ).

Pritom Sj a S; st postupne stredy kruznic k a [ a Y je priese¢nik priamok BH a OSj
(tieto dve priamky st postupne kolmé na AC a AB, preto uréuju uhol, ktory ma
rovnaku velkost ako uhol BAC).

Namiesto vyjadrovania velkosti uhla H X O ukazeme, ze body X, O, H a Y lezia
na jednej kruznici, teda ze determinant

(6bc?)? + (2bcv)? 6bc? 2bcv
(9¢2 + v?)? 9¢c? + v? 9c? + v?
v* (2 +v? —be)? b 2 +v% —be .
4 * ) 402 ) 2 2v
b— b—
gy P00 S U B
Y v
b2 bEic? b bc
= - - 1
4 4? 2 2v

je nulovy. To je jednoduché cvic¢enie, pokial ovladame zékladné triky z linedrnej algebry
(pri¢itanie nésobku jedného riadka k druhému nezmeni determinant; to isté plati pre
stipce; ked overujeme len nulovost determinantu, moéZeme vynésobif riadok ¢ stipec
nenulovou konstantou).

Ostéva ukézat, ze spomedzi dvoch moznych velkosti |[{ BAC| a 180° — |{BAC]|,
ktoré méze mat obvodovy uhol nad tetivou HO kruZnice opisanej trojuholniku HOY,
mé uhol HXO vzdy ta druht. Osobitne tiez treba preverit pripady Y = O &Y = H.
Na zdovodnenie toho, Ze nemodzeme ,preskoCit” z jednej hodnoty na druhd, sa daju
pouzit tvahy o spojitosti.

! Pripistame moznost, Ze tieto stvoruholniky st degenerované — tri zo §tyroch vrcholov mézu lezaft
na jednej priamke.



6. Nech n je dan€ pdrne prirodzené cislo. Na tabuli je napisanych n redalnych cisel.
V jednom kroku zvolime lubovolné dve ¢isla, zotrieme ich a kaZdé z nich nahradime ich
sucinom. DokdZte, Ze bez ohladu na to, s akou n-ticou zacneme, je mozné dostat po
konecnom pocte krokov na tabuli n rovnakych cisel. (Peter Novotny)

RieSenie. Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou vzhladom na n. Pre n =2
je to trividlne (Zelant dvojicu dostaneme po jednom kroku (a,b) — (ab,ab)), po-
dobne pre n = 4 (pouzijeme schému (a,b,c,d) — (ab,ab,c,d) — (ab,ab,cd,cd) —
— (abed, ab, abed, ed) — (abed, abed, abed, abed)).

Tvrdenie eSte osobitne dokdzeme pre m = 6. Zacneme so Sesticou tvaru
(a,a,a,a,b,b) —ta vieme obdrzat vdaka platnosti tvrdenia pre n = 2 an = 4 (vykondme
operacie nezavisle na lavej $tvorici a na pravej dvojici). Pre ziskanie vSetkych Siestich
¢isel rovnakych pouzijeme nasledovné kroky:

(a7 a/7 a’?Q? l_)7 b) —> (a7 a/7 Q? a'_b7 ab? b) —> (a7 a? a/2b7 ﬁ? a_b7 b) % (a7 a?ﬁ? a/3b27 a3b27 Z_)) _>

— (a,a,ab?, a®b?, ab?, a®b?) — (a®b?,ab?, a®b?, a*b?, a®b?, a*b?)

Dalej predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vietky parne ¢isla n < 4k + 4 (pri¢om
k = 1). Sta¢i dokézat, ze potom plati aj pre n = 4k +4 a n = 4k + 6. Postup pre
n = 4k + 4 je zrejmy: najskor na zéklade indukéného predpokladu spravime rovnakymi
prvych 2k 4 2 ¢isel a potom poslednych 2k 4 2 ¢isel. Dostaneme n-ticu tvaru

2k+2 2k+2

a nasledne vykoname 2k 4 2 krokov pre obdrzanie (ab, . . ., ab) (zakazdym zvolime jedno
a a jedno b).

Pri n = 4k +6 najskor pouzijeme indukény predpoklad pre n = 2k+2 an = 2k+4,
¢im dostaneme

2k+2 2k+4

Potom spravime 2k krokov, pricom vzdy zvolime jedno a a jedno b; dostaneme tak

(a,a,ab,...,ab,b,b,b,b).
—_——

4k

V dvoch krokoch zvolime a s ab, ¢im obdrzime

(a®b,a®b, a®b, a®b,ab, ..., ab,b,b,b,b).
N——

4k—2
Po styroch krokoch, v ktorych zoberieme vzdy b a a2b, ziskame

(a®b?,a?b?, a®b?, a?b?, ab, . . ., ab, a®b?, a®b?, a®V?, a*b?).
————

4k—2
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Napokon vykoname 2k — 1 krokov, ktorymi vzdy dve hodnoty ab nahradime dvoma
hodnotami a?b?, ¢im dostaneme (a?b?,...,a2%b?).

Iné riesenie. (Podla Eduarda Batmendijna.) Opit budeme postupovat matematickou
indukciou. Pre n = 2 je tvrdenie trividlne. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n = k
a zoberme n = k+2. S pouzitim indukéného predpokladu najskér skonstruujeme n-ticu

(a,...,a,bb).
——
k

Pre kazdé ¢ = 3,4, ...,k spravime postupne operaciu s ¢islami na poziciach ¢ a k + 1.
Tychto k£ — 2 krokov zmeni n-ticu na

(a,a,ab,a®b,...,a""2b,a"=2b,b).

Po zvoleni poslednych dvoch ¢isel dostaneme

(a,a,ab,a’b,...,a" b, a" =20, a*~2p?).
Teraz pre kazdé ¢ = 1,2,..., %n skombinujeme ¢isla na poziciach ¢ a n + 1 — ¢, ¢im
ziskame zelani n-ticu
(=102, af =102, .. a7 1D?).
Pozndmka. Pre neparne n = 3 tvrdenie neplati. Uvazujme n-ticu (3,3,...,3,2). Nech

m je pocet vyskytov maximalneho prvku v n-tici. Na zaciatku je m = n—1. Po kazdom
kroku bude hodnota m péarna, preto nikdy nemozeme dosiahnuf stav, ked sa vSetky
prvky rovné maximu.

10



