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67.ro¢nik Matematickej olympiady Zadania iloh MEMO

(Sutaz sa konala 27.8.-2. 9. 2018.)
SutaZ jednotlivcov:

I-1. Ozna¢me QF mnozinu vsetkych kladnych racionalnych éisel a nech o € QF. Najdite vSetky
funkcie f: Q% — («, +00) spliajtce

; <x+y> _f@)+ W)

« (0%

pre vietky =,y € Q7.

(Rakusko)

I-2. Utvary znazornené na obrazkoch pozostavajice zo 6, respektive 10 jednotkovych Stvorcov
nazyvame schodiky. Majme tabulku s rozmermi 2018 x 2018 pozostavajicu z 20182 poli¢ok

|

s rozmermi jednotkového Stvorca. Z tabulky odstrdnime Iubovolné dve policka z rovnakého
riadku. Dokazte, ze zvySok tabulky nie je mozné (pri rezani po hraniciach poli¢ok) rozrezat na
schodiky (Tubovolne otocené). (Ukrajina)

I-3. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s |[AB| < |AC| a nech D je pita vysky z vrcholu A.
Nech R a @ st postupne faziské trojuholnikov ABD a ACD. Nech P je bod na usecke BC
taky, ze P # D a body P, @, R a D lezia na jednej kruznici. Dokazte, Ze priamky AP, BQ
a CR sa pretinaju v jednom bode. (Patrik Bak, Slovensko)

I-4.
a) Dokéazte, ze pre kazdé kladné celé ¢islo m existuje celé ¢islo n = m také, ze
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b) Ozna¢me p(m) najmensie celé ¢islo n = m také, ze plati (x). Dokazte, ze p(2018) = p(2019).
Pozndamka. Pre reédlne ¢islo x oznac¢ujeme |z | najvicsie celé ¢islo neprevysujuce x.

(Patrik Bak, Slovensko)
Sutaz druzstiev:
T-1. Nech a, b a ¢ st kladné realne ¢isla splhajice abc = 1. Dokazte, ze
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a+ bc b+ ca c+ ab

(Polsko)



T-2. Nech P(z) je polyném stupiia n = 2 s raciondlnymi koeficientmi taky, ze P(z) ma n
po dvoch réznych redlnych koreriov, ktoré tvoria aritmetickii postupnost. Dokézte, ze medzi
korenmi P(x) st dva, ktoré st aj korenmi nejakého polynému stupiia 2 s raciondlnymi koefi-
cientmi. (Rakusko)

T-3. Skupina pirdtov sa pohadala a teraz kazdy z nich mieri na inych dvoch piratov. Vsetci
pirati su postupne vyvolavani v nejakom poradi. Ak je vyvolany pirat stale nazive, vystreli na
oboch pirdtov, na ktorych mieri (niektori z nich mézu byt uz mitvi). VSetky strely st hned
smrtelné. Po tom, ¢o vSetci pirati boli vyvolani, sa zistilo, Ze 28 piratov bolo zabitych. Dokazte,
Ze nech by boli pirati vyvolani v akomkolvek inom poradi, aspon 10 z nich by bolo zabitych aj
tak. (Josef Tkadlec, Cesko)

T-4. Nech n je kladné celé &slo a uq,us,...,u, sa kladné celé ¢isla neprevysujace 2F pre
nejaké celé ¢islo k 2 3. Reprezentdcia celého &isla t je postupnost nezdpornych celych ¢isel
ai,as,...,a, taka, ze

t =a1uy + asus + ...+ apuy,.

Dokéazte, ze ak celé ¢islo t ma reprezentéciu, tak ma aj reprezentéaciu, kde menej ako 2k z ¢isel
ai,as,...,a, je nenulovych. (Polsko)

T-5. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s |[AB| < |AC| a nech D je péta vysky z vrcholu A.
Body B’ a C' lezia na polpriamkach AB a AC tak, ze body B’, C’ a D lezia na jednej priamke
a body B, C, B’ a C’ lezia na jednej kruznici so stredom O. Dokézte, ze ak M je stred BC
a H je ortocentrum trojuholnika ABC, tak DHMO je rovnobeznik. (Patrik Bak, Slovensko)

T-6. Nech ABC je trojuholnik. Os uhla ABC' pretina stranu AC v bode L a kruZnicu opisant
trojuholniku ABC' znova v bode W # B. Nech K je kolmy priemet bodu L na priamku AW.
Kruznica opisané trojuholniku BLC' pretina priamku C'K znova v bode P # C'. Priamky BP
a AW sa pretinaju v bode T'. Dokazte, ze |AW| = |WT|. (Ukrajina)
T-7. Nech a1, as,as, ... je postupnost kladnych celych ¢isel taka, ze

a; =1 a 41 = ai + 1 pre vSetky kladné celé ¢isla k.

Dokazte, ze pre kazdé prvocislo p tvaru 31+ 2, kde [ je nezaporné celé ¢islo, existuje kladné celé
¢islo n také, ze a, je delitelné p. (Polsko)

T-8. Celé ¢islo n nazyvame sliezske, ak existuja kladné celé ¢isla a, b a ¢ také, ze

a?+ b2+
n= —H—— .
ab + be + ca

a) Dokazte, Ze existuje nekonecne vela sliezskych ¢isel.
b) Dokéazte, ze nie vSetky kladné celé ¢isla su sliezske. (Nemecko)



