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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH
68. rocnik, skolsky rok 2018/2019

Domace kolo

Kategérie A, B, C — zadania dloh
M0

Slovenské komisia Matematickej olympiady véas pozyva zicastnit sa 68. ro¢nika Matematickej
olympiady — sutaze pre Ziakov strednych $kol v nasej republike.

Mili ziaci strednych skol,

Kategoria A je urcend ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoria C ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnéazii (s pétroénym studiom) je
urcena kategéria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich rieSenia (nie nutne
vSetkych tloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 3. decembra 2018 (kategdria A)
a do 21. januara 2019 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase rieSenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalsie tri tlohy. Opravené riesenia skolského aj domaceho kola tspesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zaklade vysledkov pozve najlepsich tcastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
budi v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit Styri tlohy. O poradi v krajskych kolach roz-
hoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Napriklad ak prave 5 ziakov dosiahne viac
bodov ako ziak X a préave traja ziaci (vratane X) dosiahnu rovnako vela bodov ako X, tak
ziakovi X patri v poradi 6.—8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom
ur¢ujeme umiestnenie vSetkych ziakov. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategérii A budu este najlepsi rieSitelia krajského kola z celej republiky sufazit v ce-
lostatnom kole, kde buda dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice tloh. Z tuspesnych
riesitelov celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vybera druzstvo Slovenskej repub-
liky na Medzinarodni matematickt olympiadu (ktora bude v jali 2019 v Spojenom kréalovstve),
na medzistatne stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude v jini 2019 v Raktsku) a na
Stredoeurépsku matematicktt olympiadu (bude na prelome augusta a septembra 2019 v CR).

Pre najlepsich riesitefov MO kategérie C sa v maji 2019 uskutocéni Cesko-polsko-slovenské
stretnutie juniorov. Vyber slovenského druzstva prebehne nasledovne: RieSenia najlepsich rie-



sitelov krajského kola kategérie C budi centralne zozbierané a jednotne ohodnotené. Podla
poradia po tomto ohodnoteni budi osloveni prvi Siesti s ponukou tcasti na sutazi (v pripade
rovnosti bodov sa ako doplitujtce kritérium méze brat do uvahy tucast vo vyssej kategérii MO,
ucast v korespondenénom semindri, ¢i ucast v Z9 v predoslom sk. roku).

Terminy 68. ro¢nika Matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategoria A 11.12.2018 15.01.2019 24.—-27. marca 2019
Kategdrie B, C 29.01.2019 02.04.2019 —

Matematickt olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva, vedy, vyskumu a sportu SR v spolu-
praci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olym-
piddy. Sutaz riadi Slovenskd komisia MO a v krajoch ju riadia krajské komisie MO. Na jednot-
livych skolach ju zaistuji ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky.
Celostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribticiu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

RieSenia stfaznych tloh vypracujte ¢itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

I.C, Gymnazium L. Eulera, Okruhle nam.5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2018/2019

c-I-3

Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa

vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
Cenie ulohy a strany oc¢islujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tivahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tloh vam vSetkym praje
Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a riesent uloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://www.imo-official.org

(KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato sufaz je velmi efektivnou formou

pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom mysleni ako takom.

K tomu prispievaji aj zavere¢né sustredenia pre najlepsich riesitelov. Pre riesitelov
MO kategorii B a C je v KMS urcena kategéria ALFA. Pre lepsich a skisenejsich z kategdrie B
a pre kategdriu A je kategéria BETA. Pre tych, ktori maju ambicie uspiet na celo§tatnom kole
MO kategérie A, je urceny koresponden¢ny seminar iKS, ktory organizuje KMS v spolupraci
s Matematickym koresponden¢nym seminarom v Prahe. Viac informéacii o KMS a o :KS néajdete
na http://kms.sk a http://iksko.org.

|/\ Radi by sme upozornili u¢itelov a Ziakov na KoreSpondenény matematicky seminar
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KATEGORIA A
A-1-1
O postupnosti (a,,)22; vieme, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati

2
ay

Upp1 = 5———.
a? —4a, +6

a) Néjdite vSetky hodnoty a;, pre ktoré je téato postupnost konstantna.

b) Nech a; = 5. Uréte najviicsie celé ¢islo neprevysujice agois. (Vojtech Balint)

A-1-2

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Ozna¢me D pitu vysky z vrcholu A a D;, Dy obrazy
bodu D v osovych simernostiach postupne podla priamok AB, AC. Dalej ozna¢me E; a E»
body na priamke BC' také, ze D1 E || AB a DsEs || AC. Dokazte, ze body Dy, Do, Ey, Es lezia

na jednej kruznici, ktorej stred lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC. (Patrik Bak)
A-1-3
Najdite vietky nezdporné celé ¢isla m, n, pre ktoré plati [4m? — n" 1] < 3. (Tomés Jurik)
A-1-4

Dané je mnozina M prirodzenych ¢isel s n prvkami, pricom 7 je neparne ¢islo vécsie ako jedna.
Dokazte, ze pocet usporiadanych dvojic (p, ¢) roznych prvkov z M takych, Ze aritmeticky priemer
Cisel p, g je prvkom M, je nanajvys %(n —1)% (Martin Pandk, Patrik Bak)

A-1-5
Zostrojte trojuholnik ABC', ak poznate jeho obvod o, polomer p kruznice pripisanej ku strane BC'
a velkost vyky v na tito stranu. Uvedte diskusiu v zavislosti od danych dlzok. (Patrik Bak)

A-1-6

Na hracom pléane je nakresleny pravidelny n-uholnik s jednym vrcholom vyznacenym ako pasca.
Tom a Jerry hraju nasledujicu hru. Na zaciatku Jerry postavi figiirku na niektory vrchol n-uhol-
nika. V kazdom kroku potom Tom povie nejaké prirodzené ¢islo a Jerry posunie figirku o tento
pocet vrcholov podla svojej volby bud v smere, alebo proti smeru chodu hodinovych rudiciek.
Néajdite vSetky n = 3, pri ktorych moze Jerry tahat figirkou tak, aby nikdy neskondila v pasci.
Ako sa zmeni odpoved, ked je Tom k planu otoceny chrbtom, poznda iba dané n a nevidi, kam
Jerry figirku na zaciatku postavi ani kam s nou v jednotlivych krokoch taha? (Pavel Calabek)
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KATEGORIA B

B-1-1
Najdite vsetky osemciferné ¢isla také, z ktorych po vyskrtnuti niektorej Stvorice susednych cifier
dostaneme Stvorciferné ¢islo, ktoré je 2019-krat mensie. (Pavel Calabek)
B-1-2

V trojuholniku ABC' s pravym uhlom pri vrchole A plati |[AB| = 4 a |[AC| = 3. Ozna¢me M
stred prepony BC a N priese¢nik osi vntitorného uhla pri vrchole B s odvesnou AC. Usecky AM

a BN sa pretinaju v bode, ktory ozna¢me K. Vypocitajte pomer obsahov trojuholnika BAK
a stvoruholnika CNK M. (Patrik Bak)

B-1-3
Upravou prirodzeného &isla nazveme nasledujicu operaciu: ak je ¢islo parne, vydelime ho dvoma;
ak je neparne, pripoc¢itame k nemu ¢islo 1.
a) Dokazte, ze z Tubovolného prirodzeného ¢isla dostaneme po niekolkych tpravach ¢islo 1.
b) Prektoré z ¢isel 1,2, ..., 10° budeme potrebovaf najvicsi pocet tiprav, kym ziskame ¢islo 17

(Jan Mazék)

B-1-4

Pre nezaporné redlne &isla a, b plati a? + b? = 1. Uréte najmensiu aj najviésiu mozna hodnotu
vyrazu

a*+v*+ab+1

V= a+b

(Patrik Bak, Jaromir Simsa)

B-1-5

Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, v ktorom AD 1 BD. Ozna¢me M priesec¢nik jeho

uhlopriecok a zostrojme kolmy priemet P bodu M na priamku AB a kolmy priemet () bodu B

na priamku AC'. Dokazte, ze bod M je stredom kruznice vpisanej trojuholniku PQD.
(Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

B-1-6

Kone¢ni mnozinu prirodzenych ¢isel nazveme peknd, ak na vypis tychto cisel v desiatkovej
stustave potrebujeme parny pocet kazdej zo zastupenych cifier. Peknymi mnozinami st napriklad
{11,13,31}, {10,100, 110} a tiez prazdna mnozina. Urcte, kolko je vSetkych peknych podmnozin
mnoziny {1,2,...,2018}. (Patrik Bak)



MATEMATICKA OLYMPIADA

] 4
Ve 68. rotnik Skolsky rok 2018 /2019 Doméce kolo

skook s ok s ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk st ok stk st sk st sk st sk st ok st sk st sk st sk st sk st sk st sk st sk st sk stk st sk st sk sk ok stk stk ok ok ok ok skok ok

KATEGORIA C
C-1-1

Nezname ¢islo je delitelné prave Styrmi ¢islami z mnoziny {6, 15,20,21,70}. Urcte, ktorymi.
(Michal Rolinek)

C-1-2
Na strane AB trojuholnika ABC' st dané body D a E tak, ze |AD| = |DE| = |EB|. Body
A a B st postupne stredmi tseciek C'F' a C'G. Priamka C'D pretina priamku F'B v bode [

a priamka C'E pretina priamku AG v bode J. Dokéazte, Ze priesecnik priamok Al a B.J lezi na
priamke F'G. (Pavel Calabek)

C-1-3
Nech a, b, ¢ st kladné realne ¢isla, ktorych stucet je 3, a kazdé z nich je nanajvys 2. Dokazte, ze
plati nerovnost

a® 4+ b* + ¢ + 3abe < 9.

(Patrik Bak)

C-1-4

Kazdé policko tabulky 2 x 13 ofarbime prave jednou zo Styroch farieb. Kolkymi spdsobmi to
mozno spravit tak, aby ziadne dve susedné policka neboli ofarbené rovnakou farbou? (Za susedné
povaZzujeme prave tie policka tabulky, ktoré maja spolo¢ni stranu.) (Jaroslav Svréek)

C-1-5
Nech a, 3, v, 6, €, ¢, ¥, w st postupne velkosti vntitornych uhlov pri vrcholoch A, B, C, D, E,
F., G, H konvexného osemuholnika ABCDEFGH, v ktorom plati

a+B=v+d=c+p=19+w.

Oznacme dalej K, L, M, N postupne stredy uhlopriecok AD, CF, EH, GB. Dokazte, ze
priamky KM a LN st navzajom kolmé. (Josef Tkadlec)

C-1-6

Néajdite vSetky trojciferné ¢isla n s tromi réznymi nenulovymi ciframi, ktoré su delitelné suc¢tom
vSetkych troch dvojcifernych ¢isel, ktoré dostaneme, ked v povodnom ¢isle vySkrtneme vzdy
jednu cifru. (Jaromir Simsa)
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