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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. O postupnosti (a,)32, vieme, Ze pre vietky prirodzené ¢isla n plati
2
an
a = >
ot a? —4a, + 6
a) Najdite vsetky hodnoty a1, pre ktoré€ je tdto postupnost konstantnd.
b) Nech ay = 5. Uréte najvicsie celé ¢islo neprevysujice asors.
(Vojtech Balint)

RieSenie. a) Predpokladajme, Ze postupnost (a,,)52 ; je konstantnd. Potom musi platit
as = a1, ¢o mdzeme pouzitim vztahu zo zadania zapisat ako

ai
a; = S, A
ai —4a; +6
Tuato rovnicu Tahko ekvivalentne upravime na aq (a1 —2)(a; —3) = 0. Z toho dostavame,
ze a; € {0,2,3}. Je vidno, Ze pre tieto hodnoty a; je postupnost (a,)32; naozaj
konstantna a vsSetky jej ¢leny st rovné a;. Formalne by sme to dokazali matematickou
indukciou.

b) Nech a; = 5. Postupne vypocitavame niekolko dalsich ¢lenov postupnosti (a, ).
Dostaneme ao ~ 2,27, a3 ~ 2,49, a4 ~ 2,77, atd. Z toho mézeme nadobudnit dojem, ze
pre vSetky n = 2 plati 2 < a,, < 3. Tato hypotézu dokézeme matematickou indukciou.

Pre n = 2 tvrdenie zjavne plati. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre dané n = 2.
Potom

a? 2(a, — 3)*
3_an+1_3_a%—4an+6_ (an—2)2+2>0’
a? (6 —an)(a, —2)
il = 2= 6 2T (a2 42

To dokazuje obe nerovnosti 2 < a,t+1 < 3, takze dokaz matematickou indukciou je
hotovy. Plati teda aj 2 < ag915 < 3, z ¢oho vyplyva, Ze najvicsie celé ¢islo neprevysujiuce
azo01s je 2.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. O postupnosti (b,)S2 ; vieme, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati bp 1 = b% — 2.
Néjdite vsetky hodnoty b1, pre ktoré s vetky ¢leny (b,)22 ; rovné by. [Zo vztahu pre
n = 1 dostavame b; = b% — 2, z éoho by € {—1,2}. Néasledne overime, ze tieto hodnoty
vyhovuji.]

N2. O postupnosti (b,)S2 ; vieme, Ze by = 1 a Ze pre vSetky prirodzené &isla n plati
bn+1 = 3bn/(bn + 1). Dokazte, Ze vSetky Cleny postupnosti st z intervalu (1,2).
[Matematickou indukciou overte, ze pre vsetky prirodzené n platia nerovnosti 1 <
S by < 2]

D1. O postupnosti (b))% ; je zndme, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati b,41 =
= 2b2 /(b2 — 3). Najdite vsetky hodnoty by také, Ze postupnost ba,bs, by, ... je kon-
Stantnd. [Odvodte, ze by,+1 = bn prave vtedy, ked b, € {—1,0,3}, takZze by musi
byt rovné jednej z tychto hodnét. Nésledne vypocditavame zodpovedajuce hodnoty b;.
Vysledok je by € {-3,-1,0,1,3}.]

D2. Odvodte explicitné vyjadrenie postupnosti (b,)%2 ; z tlohy N2. [Zadany vztah upra-

vime na 3-1/b,,+1 = 14+1/by,. Postupnost ¢,, = 1/b,, teda spliia rovnost 3¢, 41 = cp+1.



Substituciou ¢, = dn, + 1/2 sa zbavime konstantného élena a dostaneme 3d,41 = dp.
Postupnost d,, je teda geometrickd, takze dokdZzeme urcit jej explicitny tvar. Spatnym
dosadzovanim postupne najdeme vyjadrenie pre b,,. Vysledok je b, = 2-37"~1/(37~1 4+

+1).]
D3. Najznamejsia rekurentne definovand postupnost je Fibonacciho postupnost. T4 je dana
vztahmi f1 = 1, fo = 1 a rekurentnym vzfahom f, = frn—1 + fn—2 platiacim pre

kazdé n = 3. Dokazte, ze .1 | fi = fay2 — L a >y f2 = fn fnt1. [Postupujte
matematickou indukciou podla n.]

2. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Oznac¢me D pditu vysky z vrcholu A a Dy, Dy ob-
razy bodu D v osovych simernostiach postupne podla priamok AB, AC. Dalej oznacme
E1 a E5 body na priamke BC' také, 2e D1E; || AB a D2 F5 || AC. Dokdzte, Ze body Dy,
D5, FE1, Es lezia na jednej kruZnici, ktorej stred lezi na kruznici opisanej trojuholniku

ABC. (Patrik Bak)

Riesenie. Ako dokadzeme, uvedené styri body lezia na jednej kruznici v takom poradi,
ze tvoria vrcholy tetivového stvoruholnika E; E;D-Dq. Najskor vSak vysvetlime, preco
je tento stvoruholnik konvexny.

KedZe trojuholnik ABC méa podla predpokladu ostré vntutorné uhly pri vrcholoch
B a C,! lezi bod D vnutri strany BC a vysky v pravouhlych trojuholnikoch ABD,
ACD vedené z vrcholu D maju svoje péty vnutri stran AB, resp. AC. Tieto péty spolu
s vrcholmi B, C' tak tvoria vrcholy konvexného stvoruholnika, s ktorym je skimany
Stvoruholnik F4 Fo Do Dy rovnolahly s koeficientom 2 podla stredu D (obr.1). Je to
teda naozaj Stvoruholnik konvexny.

Es

Obr. 1

Vsimnime si, ze vdaka osovym stmernostiam plati |AD;| = |AD| = |AD5|. Bod A
je teda stredom kruznice opisanej trojuholniku D1 DDs. KedZe priamka AD body D,
a Dy oddeluje, obvodovy uhol D1 D> D v dotyénej kruznici je rovny polovici konvexného
stredového uhla Dy AD, ktorého osou je prave polpriamka AB. Preto st zhodné tri
ostré uhly D1DsD, D1AB a DAB (vyznaené na obr.1 oblac¢ikmi). Ich velkost je
z pravouhlého trojuholnika ABD rovna 90° — (3, pricom ako zvycajne 8 = |{ABC|.
Kedze uhol DDsFE5 je zrejme pravy, méa vnatorny uhol pri vrchole Dy konvexného
stvoruholnika 4 Ey Do D1 velkost

|{D1DyEs| = |£D1DyD| + |£DDyEs| = (90° — 8) + 90° = 180° — 3,

! Predpoklad, Ze aj uhol pri vrchole A je ostry, v rieseni potrebovat nebudeme.
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zatial ¢o vnutorny uhol pri protilahlom vrchole F; mé zrejme velkost . Stcet oboch
protilahlych uhlov je tak 180°, ¢ize E1 FEsDyD; je skutocne tetivovy stvoruholnik.

Prejdime k druhému tvrdeniu o tom, kde stred kruznice opisanej stvoruholniku
FE1EsDy D lezi. Vieme, Ze je prieseCnikom osi jeho stran, z ktorych pre nase uvahy
vyberieme strany F1D; a FsDs.

Trojuholnik DFE5 D5 je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole Ds. Pritom bod C'
lezi na osi strany D D5 a na jeho prepone D Es — nutne teda musi byt jej stredom, a teda
aj stredom kruznice tomuto trojuholniku opisanej. Os tisecky D5 Ey tym padom precha-
dza bodom C (obr.2) a navyse je zrejme kolmé na AC. Analogicky os usecky D;E; je
priamka kolméa na AB prechadzajica bodom B. Tieto dve priamky sa zrejme pretinaju
na kruznici opisanej trojuholniku ABC, lebo podla Téalesovej vety musi spojnica ich
priese¢nikov s bodom A tvorit priemer tejto kruznice. Tym je dokaz celého tvrdenia
ukonceny.

Obr. 2

Iné rieSenie. UkdZzeme iny argument, preco |£DDoD1| = 90° — (3, ¢o sta¢i na dokaz,
ze F1FEsDsDq je tetivovy. Body FEip, E5 st zrejme postupne obrazy bodov B, C
v rovnolahlosti so stredom D a koeficientom 2. Ak oznac¢ime A’ obraz bodu A v tejto
rovnolahlosti (obr. 3), buda trojice bodov A’, Dy, Ey a A’, Dy, E5 zrejme kolinearne.

A/




Stvoruholnik A’ Dy DD, je pritom tetivovy, lebo oba uhly A’DiD a A’DyD st pravé.
Z toho dostavame [{D1DyD| = |£D1A'D|. A kedze D1 A’ || BA, je aj |£D1A’D| =
= |[{BAD| = 90° — 3, takZe dokopy naozaj mame |{DDyD;| = 90° — 3.

Iné riesenie. Este dalsim pouénym spoésobom dokdzeme prviu cast tvrdenia tlohy.
Definujme bod A" ako v predoslom rieseni (obr. 3). Potom pouzitim Euklidovych viet
v pravouhlych trojuholnikoch A’E1D a A’E;D dostévame |A’D|? = |A'Dy| - |A'Ey|
a |A'D|? = |A’Dy| - |A' E3|. Spolu tak médme rovnost

|A'Dy| - |A'E;| = |A' Dy - |A'Es|.

KedZze bod A’ lezi zvonka oboch useciek DiE; a DyEs, vyplyva z mocnosti? bodu A’
ku kruznici opisanej trojuholniku F4 D1 D3, Ze na tej kruznici lezi aj bod Fs, t.j. ze
stvoruholnik D; E1 E5 D+ je naozaj tetivovy.

Pozndmka. Existuju dalSie alternativne rieSenia tejto tlohy pomocou situécie, ktord
vznikne po aplikovani rovnolahlosti so stredom v bode D a koeficientom 1/2. Pomocou
nej moze byt napriklad prva cast tlohy formulovand tak, ze mame dokazat, Ze kolmé
priemety paty D na strany AB a AC lezia spolu s bodmi B a C na kruznici. Tato
formulécia je pomerne prirodzena. Druhd cast tvrdenia sa ale najlepsie dokazuje podla
obr. 2.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokézte vetu o obvodovom a stredovom uhle. [Majme kruznicu k so stredom O a jej
tetivu AB. Nech X je bod na k. Tvrdenie dokdzeme v pripade, ked je O vnutor-
nym bodom trojuholnika ABX (v ostatnych pripadoch je dokaz podobny). Oznaéme
|£AXO| = a a |ABXO| = B. Z rovnoramennych trojuholnikov AOX a BOX
spocitame, ze |[£ XOA| = 180° — 2a a |£XOB| = 180° — 26. Z toho lahko mame
| AOB| = 2(ac + B), ¢o sme mali dokazat.]

N2. Dokéazte, ze konvexny Stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked je stucet jeho
protilahlych uhlov rovny 180°. [Ak je ABCD tetivovy, ozna¢me O stred kruznice jemu
opisanej. Konvexny a nekonvexny uhol AOC déavaju dokopy 360°. Z vety o obvodovom
a stredovom uhle mame, ze tento sicet je rovny dvojndsobku siétu velkosti uhlov ABC
a ADC — tento stucet je teda rovny 180°. Predpokladajme naopak, ze sti¢et protilahlych
uhlov je rovny 180°. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme, ze | ADC| = 90°.
Potom | ABC| £ 90°. Ozna¢me O stred kruznice opisanej trojuholniku ADC. Bod O
zrejme lezi v polrovine ACB. Navys$e lahko vypoc&itame, Ze konvexny uhol AOC méa
velkost rovnt dvojnasobku uhla pri vrchole B. Spolu s |OA| = |OC| tak méame, Ze
O musi nutne byt stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC, takze je stredom
kruznice opisanej celému stvoruholniku ABCD.]

N3. Dokazte, ze konvexny stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked |£ ACB| =
= |£ADB]. [Ak je $tvoruholnik ABCD tetivovy, tak oba tieto uhly st rovné polovici
prislichajiceho stredového uhla AOB. Ak naopak plati uvedend rovnost, ozna¢me O
stred kruZnice opisanej trojuholniku ABC'. Pozrime sa na bod O z pohladu trojuholnika
ABD. Mame |OA| = |OB|. Dalej velkost uhla AOB (konvexného ¢i nekonvexného) je
rovnd dvojnasobku velkosti uhla pri D. KedZze lezi v ,spravnej“ polrovine vzhladom
na priamku AB, musi sa jednat o stred kruznice opisanej ABD, teda aj celému
stvoruholniku.]

N4. Dany je ostry uhol X AY a vnutri neho bod P. Nech P, P> st obrazy bodu P v osovej
stimernosti podla jednotlivych ramien AX, AY uhla X AY. Dokazte, ze |{ Py AP,| =
= 2|4 X AY|. [Oznaéme |[{ XAP| = a a |{PAY| = . Potom | X AY| = a+f. Vdaka
osovej sumernosti plati |£ PLAX| = a a |[£P,AY| = 3. Je teda naozaj |£ PiAP,| =
=2(a+8).]

D1. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Nech D, E, F st postupne péty vySok na strany
BC, CA, AB. Dokazte, ze sa priamky AD, BE, CF pretinaji v jednom bode. [Nech

2 https://kms.sk/248/plugin/attachments/download/393/, strana 37, sekcia 2.2.
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H oznacuje priese¢nik priamok BE a CF. Staéi dokazat, ze priamka AH je kolm&
na BC. VSimnime si, ze body A, F', H, E lezia na kruznici vdaka pravym uhlom pri
vrcholoch E, F. To isté plati aj pre body B, C, E, F. Je teda |{ HAE| = |{HFE| =
= |£CBE| = 90° — 7. Z toho uz vyplyva dokazované kolmost.]

D2. Ozna¢me H priese¢nik priamok z tlohy D1. Dokazte, ze H je stredom kruZnice vpisanej
trojuholniku DEF'. [Vdaka symetrii sta¢i dokdzat, ze DH je os vnatorného uhla EDF.
Kedze DH a DB su kolmé, staci dokdzat, ze DB je os vonkajsieho uhla EDF, teda

7e |{FDB| = |AEDC|. Oba tieto uhly s ale rovné a, ¢o je vidno z tetivovych
Stvoruholnikov AF DC, resp. AED B (tie st tetivové vdaka pravému uhlu nad tetivami
AC, resp. AB).]

D3. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Ozna¢me D pitu jeho vysky na stranu BC.
Dokazte, ze paty kolmic z D na zvysné strany a zvys$né vysky lezia na jednej priamke.
[Nech P, @, R st postupne kolmé priemety bodu D na AB, AC a vysku z vrcholu B,
ktorej pitu este ozna¢ime S. Stvoruholniky BDRP, DQSR, ASDB st vdaka pravym
uhlom tetivové. Z nich postupne vypoéitame |£DRP| = 180° — 8 a |£DRQ| =
=|4DSC| = B. Body P, Q, R su teda kolinedrne. Vdaka symetrii sme hotovi.]

D4. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s prieseénikom vysok H a stredom kruznice opisa-
nej O. Dokézte, ze priamky AH, AO st simerne zdruzené podla osi vnitorného uhla
BAC (také dvojice priamok so spoloénym bodom A sa nazyvaju izogondlne vzhladom
na dany uhol BAC). [llahko vypoéitame, ze | BAH| = 90° — 3. Z rovnoramenného
trojuholnika AOC a vety o obvodovom a stredovom uhle potom uréime, ze |[{CAO| =
=90° — B, takze | BAH| = |£CAO|, odkial uz vyplyva dokazované tvrdenie.]

D5. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Dokézte, ze polpriamky izogonélne vzhladom
na uhol BAC (pozri definiciu izogonélnosti v predoslej tlohe) pretinaji kruznicu
opisant trojuholniku ABC v bodoch roznych od A, ktoré st simerne zdruzené podla
osi usecky BC'. [Oznaéme K a L prieseéniky tychto priamok s kruZnicou opisanou.
Z definicie izogonalnosti mame |£ BAK| = |£CAL|, takze tetivy BK a CL maju
rovnaku velkost, a tak body B, C, K, L tvoria rovnoramenny lichobeznik, z ¢oho uz
vyplyva dokazované tvrdenie.]

3. Ndjdite vsetky nezdporné celé ¢isla m, n, pre ktoré plati |4m? — n"+1| < 3.
(Tomas Jurik)

Riesenie. Vzhladom na to, Ze ¢len s n rastie ovela rychlejsie ako ¢len s m, méa zmysel
preskiimat najskor malé hodnoty m.

Ked m = 0, je skiimany vzfah ekvivalentny s nerovnostou n"*! < 3. Tomu zrejme
vyhovuju n = 0 an = 1, zatial ¢o pre n = 2 plati n”t! > 8. Dostavame tak dve riesenia
(m,n) = (0,0) a (m,n) = (0,1).

Pre m = 1 rieSime nerovnicu |4 — n"*1| < 3. Vidime, Ze n = 0 nevyhovuje, n = 1
vyhovuje a pre n = 2 plati |[4 — n"T!| = n»*1 — 4 > 4. Mame teda rieSenie (m,n) =
= (1&1)'

Dalej uz budeme predpokladat, Ze m = 2, dani nerovnicu prepiSeme v tvare
rovnice 4m? = n™*! 4 a, pricom a je (nezndme) celé ¢islo, ktorého absoltitna hodnota
neprevysuje 3, a rozlisime pripady a =0, |a| € {1,3} a |a| = 2.

Rozoberme najskor pripad, ked 4m? = n"*!. Na lavej strane rovnice je kladné
parne ¢islo, ktoré je navyse druhou mocninou celého ¢isla. To isté musi platit aj pre
pravi stranu rovnice, takze ¢islo n musi byt kladné a parne: polozme n = 2k. Potom
n"tl = (2k)?k*+1) a kedZe exponent 2k + 1 je neparny, bude toto ¢islo druhou mocninou
celého ¢isla prave vtedy, ked jeho zéklad 2k bude druhou mocninou celého ¢isla, ¢ize
2k = r2, pricom r je kladné celé ¢islo, ktoré zjavne musi byt parne. Je preto r = 21,
ateda k = 2% an = 2k = 4(2, pricom [ je kladné celé ¢islo. KedZe m je kladné, z rovnice
4m? = n"*! po vydeleni §tyrmi a odmocneni dostaneme

1 (‘/412)‘” +1 (21)4l2+1 o2




Pre kazdé kladné celé &slo [ tak vychadza, e dvojica (m,n) = (1(20)4", 412) je riesenim
ulohy.

Uvazujme teraz pripady 4m? = n"*1+q, priom a € {1, 3}. Z faktu, ze prava strana
rovnice musi byt parne ¢islo, vyplyva, ze n"*! musi byt nepéarne ¢islo, ¢o znamena, Ze
samo n je neparne ¢islo. Polozme n = 2k + 1, pricom k je nezaporné celé ¢islo. Potom
dostavame

4m? = n?k*+2 4 a,

(2m + n* ) (2m — nF ) = +a.

Cislo +a potrebujeme rozlozit na stéin dvoch celych é&isel, ktoré v stcte davaji
(2m + nk*t1) + (2m — n*+1) = 4m 2> 8 (pouzili sme predpoklad m = 2). Aspoii jedno
z nich je teda vicsie ako 3, ¢o nemdze nastat, pretoze medzi delitelmi ¢isla +a mozu
byt iba ¢isla —3, —1, 1, 3.

Ostéva rozobraf poslednti moznost 4m? = n"*t! £ 2. Z tejto rovnice vyplyva, ze
¢islo n nie je nula a je parne, takze jeho mocnina n"*! s exponentom vi#csim ako 1
je deliteln4 $tyrmi rovnako ako 4m? na lavej strane rovnice. Vidime, Ze pozadovana
rovnost nemdze platit, preto v tomto pripade Ziadne rieSenie nedostaneme.

Zaver. Vsetky rieSenia tulohy sa (0,0), (0,1), (1,1) a nekonecne vela dvojic tvaru
(m,n) = (1(20)4", 412), pricom [ je Tubovolné prirodzené &islo.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Najdite vSetky prirodzené é&isla n také, ze n”*+1 je druhou mocninou prirodzeného &isla.
[Zjavne vyhovuju vSetky neparne éisla n, lebo vtedy je exponent n + 1 parny. Ak je n
parne, je exponent n + 1 nepérny, takze aj samo n musi byt druhou mocninou celého
¢isla, t.j. n = 4k? pre nejaké celé &islo k.]

N2. Najdite vsetky riesenia nerovnice |x2 —y2| < 2, pricom z, y st celé ¢isla. [Méame rovnicu
(z — y)(z +y) = a, pricom |a|] £ 2. Je preto bud (z — y)(z + y) = 0 a tlohe vyhovuji
lubovoIné dvojice (z,z) a (z, —z), pricom z je celé, alebo |z +y| = |z — y| = 1, kedZe
obe ¢isla x — y, x + y maju zrejme rovnaku paritu. Lahko tak nidjdeme dalSie Styri
vyhovujice dvojice: (0,£1), (£1,0).]

D1. Dokézte, ze ziadne &islo tvaru 4k + 2, pricom k je celé ¢islo, sa neda zapisat ako rozdiel
dvoch druhych mocnin celych éisel. [Druhé mocniny celych éisel davaju po deleni 4
zvysky 0 a 1, rozdiel dvoch z nich teda moze dat iba zvySok 0, 1 alebo 3 = —1]

D2. Najdite vsetky prirodzené &isla x také, ze z2 + = — 2 je mocnina dvoch. [Plati 22 +
+x—2=(x—1)(z+2), takze obe &isla z — 1 a x + 2 musia byt mocniny dvoch. Ich
rozdiel je rovny 3, teda jedna z tychto mocnin musi byt neparna. Jedind moznost je
x —1 =20 =1, ¢ize x = 2, ktora naozaj vyhovuje, lebo 22 + 1z — 2 = 4/]

D3. Nijdite vietky prirodzené x také, ze £2+xz+1 je druhou mocninou celého &isla. [Ziadne
také ¢islo x neexistuje, lebo 22 < 22 + z + 1 < (x + 1)2.]

4. Dand je mnozina M prirodzenych cisel s n prvkama, pricom n je nepdrne cislo vicsie
ako jedna. Dokdzte, Ze pocet usporiadangch dvojic (p,q) roznych prvkov z M takych, Ze
aritmeticky priemer cisel p, q je prvkom M, je nanajvys %(n —1)2.

(Martin Pandk, Patrik Bak)
RieSenie. Ozna¢me r; < 3 < ... < x, prvky mnoziny M. Zvolme pevny index i.
Ak je prvok z; aritmetickym priemerom prvkov z; < xj, musi zrejme platit z; <
< x; < zk. Pre hodnotu j tak madme moznosti 1,...,7 — 1 (tych je i — 1), zatial ¢o pre
hodnotu £ méame moznostii+1,i+2,...,n (tych je n—i). NavySe ak je z; aritmetickym
priemerom roznych dvojic z;, < zx, a ;, < Tk,, tak j1 # jo a ki # ko (ak by napr.
bolo j1 = jo, lahko by sme dostali k1 = ks, ¢o je v spore s tym, Ze sa jednd o rdozne
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dvojice). Kazdt z moznych hodnét j ¢ k preto mozeme vybrat nanajvys raz, teda
pocet neusporiadanych dvojic p, g réznych ¢isel z M, pre ktoré plati xz; = %(p +q)
s danym indexom ¢, je nanajvys min{i — 1,n — i}. S prihliadnutim na ich pozadované
usporiadanie je to potom dvojnasobok, 2min{i — 1,n — i}.

Podla zadania je n = 2k +1, pric¢om k je prirodzené ¢islo. Séitanim nasich odhadov
pre vSetky indexy ¢ = 1,2, ..., n dostavame, ze hladany pocet dvojic je nanajvys

2(min{0, 2k} + min{1,2k — 1} + ... + min{k, k} + ... + min{2k,0}) =
=20+14... 4 k-1 +k+Gk -1+ (k—-2)+...+140) =
=21+ (k—-1)+2Q2+k—-2)+...+2((k—-1)+1)+ 2k =k - 2k.

Tym padom sme hotovi, pretoze %(n —1)2 = 2k%

Pozndamky. Ak n = 2k, zistime, Ze pocet skimanych dvojic je nanajvys

2(min{0,2k — 1} + min{1, 2k — 2} + ... + min{2k — 1,0}) = 2k(k — 1).

Lahko overime, Ze jednotny vzorec pre zapis oboch pripadov je (g) — L%J, pricom |z |

oznacuje dolnu cela cast ¢isla x.

Sktimany odhad sa nedé vSeobecne zlepsit, ako dosvedcuje priklad mnoziny M =
={1,2,...,n}. Rovnakd mnozZina funguje aj pre parne n (pozri pozndmku 1).

V rieseni sme nikde nepouzili, ze v uvazovanej mnozine M st prirodzené cisla.
Uvedené riesenie funguje aj pre n-prvkovi mnozinu redlnych c¢isel.

Odhad poc¢tu dvojic z tvrdenia tlohy plati pre aktukolvek mnozinu M kladnych
realnych ¢isel aj v pripade, ked aritmeticky priemer dvoch ¢isel p, ¢ zamenime inym
zo zndmych priemerov (napr. geometrickym ,/pg alebo harmonickym 2pq/(p + q)). Je
mozné dokazovat rovnaky odhad aj pre nesymetrické priemery, akym je napr. vazeny
priemer % p+ %q, len pocet usporiadanych dvojic sa potom neda pocitat ako dvojnasobok
poctu dvojic neusporiadanych.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze ak p < g, lezi aritmeticky priemer éisel p a ¢ v intervale (p,q). [Treba
overit nerovnosti p < (p+¢)/2 a (p+ ¢q)/2 < ¢q. Obe st ekvivalentné s p < q.]

N2. St dané $tyri prirodzené ¢isla 1 < z2 < x3 < x4. M0zZe byt ¢islo x2 aritmetickym
priemerom dvoch réznych (neusporiadanych) dvojic z tychto ¢isel? [Nie. Aby bolo z2
priemerom nejakych dvoch ¢isel, muselo by jedno z nich byt mensie ako s, zatial ¢o
druhé by bolo vicsie. Jediny kandidat na mensie Cislo je 1. Ak by ale platilo o =
= (x1+x3)/2 ax2 = (x1+x4)/2, mali by sme 3 = x4, o je v spore s predpokladom.]

N3. Dané je mnozina éisel {1,2,3,4,5}. Kolko dvojic ¢isel p < q z tejto mnoziny splia,
ze &islo (p + q)/2 je jednym z prvkov mnoziny? [Cisla 1 a 5 zrejme nie st priemerom
ziadnych dvoch ¢isel. Cisla 2 a 4 st priemermi dvojic (1, 3) resp. (3, 5). Napokon é&islo 3
je priemerom dvojic (1,5) a (2,4). Spolu méme $tyri dvojice.]

D1. Dokézte, Ze pre parne n je maximalny pocet dvojic skimanych tilohou rovny %n(n—2).

D2. Pre kazdé prirodzené n (parne aj neparne) najdite priklad mnoziny, pre ktort je poéet
sktimanych dvojic maximalny.

D3. Zostane tvrdenie tlohy v platnosti, aj ked namiesto mnoziny prirodzenych ¢isel uva-
zujeme mnozinu redlnych ¢&isel?

D4. Zostane tvrdenie v platnosti, aj ked nahradime aritmeticky priemer geometrickym?



5. Zostrojte trojuholnik ABC', ak pozndte jeho obvod o, polomer o kruZnice pripisanej
ku strane BC' a velkost vysky v na tito stranu. Uvedte diskusiu v zdvislosti od dangjch
dlZok. (Patrik Bak)

Riesenie. Oznac¢me P bod leziaci na polpriamke opacnej k polpriamke BC' taky,
Zze |BP| = |BA|. Analogicky ozna¢me () bod leziaci na polpriamke opacnej k pol-
priamke C B taky, Ze |CQ| = |C A|. Usecka PQ mé potom dizku rovnit velkosti obvodu o
trojuholnika ABC.

Dalej ozna¢me I,, stred kruznice pripisanej k strane BC' trojuholnika ABC (obr. 4).
Priamka I,B je potom osou uhla ABP. A kedZe trojuholnik ABP je rovnoramenny,
je to zaroven os usecky AP. Bod I, teda lezi na osi tsecky AP a podobne aj na osi
usecky AQ), ¢o znamend, ze bod I, je stredom kruznice opisanej trojuholniku APQ,
a lezi tak aj na osi jeho tretej strany P(Q. Jej stred M je preto kolmym priemetom
bodu I, na PQ, a teda je zaroven aj dotykovym bodom kruznice pripisanej k strane BC'.

A

Obr. 4

7 predoslého rozboru uz vyplyva konstrukcia. Najskor zostrojime tsecku PQ
dlzky o a jej stred M. Nasledne mézeme zostrojit bod I, lebo |MI,| = o a M1, L
1 PQ. Potom najdeme bod A, ktory lezi jednak na kruznici k(I,, |I,P|) (lebo I, je
stredom kruznice opisanej trojuholniku AP(Q) a jednak na priamke [ rovnobeznej s PQ
vo vzdialenosti v, ktora lezi v polrovine opac¢nej k PQI,. Pomocou najdenych bodov A
dokazeme zostrojit body B a C roznymi sposobmi — napriklad ako prieseéniky osi
useCiek AP a AQ s useckou P(Q). Tieto priese¢niky budu pre kazdy zostrojeny bod A
existovat a budu lezat na usecke PQ v ,spravnom* poradi, kedze trojuholnik APQ je
tupouhly s tupym uhlom pri vrchole A (stred I, jeho kruznice opisanej lezi v polrovine
opacnej k polrovine PQA).

Teraz dokazeme, ze takto zostrojené body A, B, C st vrcholmi trojuholnika, ktory
ma vsetky pozadované vlastnosti. Kedze body B a C lezia na osiach useéiek AP a AQ),
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plati |[AB| = |PB| a |CA| = |CQ)|, takze |AB| + |BC| + |CA| = |PB| + |BC| +
+ |CQ| = |PQ| = o. Bod A bol ndjdeny na priamke [, preto z jej definicie vyplyva,
ze vzdialenost A od BC je naozaj v. Napokon bod I, je stredom kruZnice k opisanej
trojuholniku APQ, takZe lezi na osiach useciek AP a AQ, ktoré st ale z rovnoramennosti
ABP a ACQ totozné s osami vonkajsich uhlov ABC a AC'B, preto I, je naozaj stredom
kruznice pripisanej k strane BC trojuholnika ABC'. Navyse je I, zostrojeny tak, ze jeho
vzdialenost od PQ je rovna o. Zostrojeny trojuholnik ABC tak spliia podmienky zo
zadania.

Ostéava spravit diskusiu o pocte rieSeni. Zaujima nas pocet vyhovujucich troj-
uholnikov ABC, z ktorych ziadny nie je obrazom iného v zhodnosti, v ktorej by si
ich vrcholy zodpovedali podla pismen, ktorymi st oznac¢ené. Po zostrojeni bodov P,
(Q médme dve mozné polohy pre bod I,. Tym v8ak buda zodpovedat zhodné rieSenia
sumerne zdruzené podla PQ), preto uvazujme iba jednu z tychto poloh. Nésledne uréime
bod A ako priesec¢nik kruznice k a priamky [.

Ozna¢me r polomer kruznice k (r = |I,P| = |I,Q|). Vzdialenost bodu I, od
priamky [ je rovna o+ v. Preto ak » > p+ v, dostaneme dva rézne priesecniky A; a As.
Tym zrejme budi zodpovedat dva rozne trojuholniky Ay B1Cy, A3 BoCy (obr. 5), ktoré
budi navzajom stiimerne zdruzené podla osi tsecky PQ, ktorou je priamka M1,. V tom
pripade m4 tloha dve riesenia.?

Ay As

Igo

Obr. 5

Ak r = p+wv, bude priamka [ doty¢nicou kruznice k, takze dostaneme jediny bod A
a jediny vyhovujuci trojuholnik ABC (ktory zo symetrie bude navyse rovnoramenny).

Napokon ak r < p + v, tak ziadny priesecnik nedostaneme. Hodnotu r mozno
z pravouhlého trojuholnika PM I, vyjadrit pomocou o a ¢ ako /|M1,|? + [PM|?> =

3 Oba trojuholniky st sice nepriamo zhodné, ale s odlisnym poradim vrcholov!
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= /0% + iOQ. Vysledky mozeme zhrnaf do tabulky:
0>+ 10> > p+v: 2 riefenia
0% + iOQ = o+ v: 1 riesenie

0%+ %102 < o+wv: 0 rieSeni

1%

Poznamka. Zavereénd tabulka ukazuje, Ze v kazdom trojuholniku ABC' plati nerovnost
\J 0%+ i02 2 0+ v. T4 sa d4 po umocneni napisat do krajSieho ekvivalentného tvaru

0? Z 4v(20+v). Tato nerovnost sa d4 tiez dokdzat pomocou zndmych vztahov v = 25/a,
0 =28/(b+ c — a) a Herénovho vzorca 165% = (a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b),
pricom S oznacuje obsah trojuholnika ABC'. Po sérii ekvivalentnych tprav totiz vyjde
nerovnost (b — c¢)? = 0.

Iné riesenie. Oznac¢me [, stred kruZnice k pripisanej ku strane BC a P, (), R postupne
jej dotykové body s priamkami BC, C A, AB. Potom zrejme plati |AQ| = |AR| a |AR|+
+|AQ| = |AB|+ |BR| + |AC| + |CQ| = |AB| + |BP| + |AC| + |CP| = |AB| + |BC| +
+|CA| = o, takze obe tsecky AQ, AR maju dlzku %o. Uvazujme dalej kruznicu [(A, v),
ktora sa zrejme dotyka priamky BC' v péte vysky z vrcholu A. Priamka BC je tak
spolo¢na (vnutornd) dotyénica kruznic k a [ (obr.6). Po tomto rozbore sa mozeme
hned pustit do opisu konstrukcie.

A

I,
Obr. 6

Najskor zostrojime pravouhly trojuholnik AQI, s pravym uhlom pri vrchole @,
v ktorom pozname dlzky odvesien |AQ| = 2o a |QI,| = o. Analogické vlastnosti ma
aj pravouhly trojuholnik ARI,, takze Tahko zostrojime aj bod R, napriklad ako obraz
bodu @ v osovej simernosti podla priamky AI,. Dalej zostrojime kruznice k a [. Body
B a C potom nédjdeme ako priese¢niky tseciek AQ a AR s Iubovolnou zo spoloénych

vnutornych dotyénic kruznic k£ a [ (ich konstrukcia je dobre znama Skolska tloha).
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Overme, ze takto zostrojeny trojuholnik ABC spliia podmienky zo zadania. KedZe
sa priamka BC dotyka kruznice [ (t4& méa stred v A), je vzdialenost bodu A od
priamky BC' rovna v. Kruznica k sa zrejme dotyka vsetkych troch priamok AB, BC,
CA, a kedze body I, a A lezia v opacnych polrovinach vzhladom na priamku BC', musi
sa jednat o kruznicu pripisana k strane BC' (a jej polomer je tak naozaj g). Napokon
z ivodného vipoétu vyplyva, Ze obvod trojuholnika ABC' je rovny dvojnasobku dizky
usecky AQ), teda o.

Uz staci len spravit diskusiu o pocte rieSeni. Trojuholnik AQI, mozeme zostrojit
vzdy, bod R je potom urceny jednoznacne a to isté samozrejme plati aj o kruzniciach
k a l. Oznaéme r = |Al,|. Ak r > o + v, kruznice k a [ nemaji spolo¢ny bod
(a zrejme ziadna z nich ,neobsahuje druht*), takze existuju prave dve spolo¢né vnitorné
doty¢nice, ktorym zodpovedajiu dvojice bodov By, C7 a By, C (obr. 7). Trojuholniky
AB;C1 a AB5C5 (pri takom poradi vrcholov) zrejme nie st zhodné, takze v tom pripade
mame dve rieSenia. Ak r = p + v, tak sa kruznice k a [ dotykajua, teda existuje prave
jedna vnutorna spolo¢na dotyc¢nica oboch kruznic, ktorej zodpoveda jediny vyhovujici
trojuholnik ABC'. Napokon ak r < ¢ + v, tak spolo¢né vnitorné dotycnice neexistuju,
a tak tloha nema riesenie. Hodnota r je pritom z pravouhlého trojuholnika AQI,

rovnd \/|QL,[> + [AQ[? = /0 + %02, takze dostavame rovnaky vysledok diskusie ako

v predoslom rieSeni.

Iné riesenie. Strucne ukazeme este iny sposob, ako dokonc¢it predoslé riesenie. Oznac¢me
T prieseénik Al, a BC a dalej D pétu vysky z vrcholu A. Trojuholniky TAD, T1,P
st podobné (podla vety uu, lebo st pravouhlé a zdielaji vrcholovy uhol, obr.8). Plati
teda |I,T| : |TA| = |I,P| : |AD| = ¢ : v. Po zostrojeni stvoruholnika AQI,R preto
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I,
Obr. 8

mozeme zostrojit bod T ako (jediny) bod tusecky I, A, ktory ju deli v danom pomere
z predchadzajucej vety. Body B a C nésledne najdeme ako prieseéniky ktorejkolvek
z doty¢nic z bodu T ku kruznici k£ s tseckami AR a A(Q). Pri dokaze spravnosti
konstrukcie spitne vyuzijeme podobnost trojuholnikov TAD ~ TI,P na dokaz toho,
ze |AD| = .

Diskusia o poc¢te rieSeni potom zavisi od polohy bodu 7" vzhladom ku kruznici k.
Ak oznacime r = |I, A, nie je tazké vypocitat, ze |I,T| = o-r/(0+v). Ak |I,T| > o,
lezi bod T' vo vonkajsej oblasti kruznice k, takze existuji dve dotycnice z bodu T" ku k,
ktoré zodpovedaju dvom rieSeniam. V pripade |I,T| = ¢ je tato dotyénica jedind, zatial
¢o v pripade |I,T| < p lezi bod T vo vnutornej oblasti kruznice k, takze sa z neho
doty¢nica ku k viest neda. Lahko sa presvedéime, Ze ndjdené podmienky zodpovedaju
podmienkam z predoslych rieSeni.

Poznamka. Bod T opisany v tomto rieSeni je zrejme stredom rovnolahlosti so zdpornym
koeficientom, ktora zobrazuje k na [ (pricom [ je kruznica z predos§lého riesenia). Zo-
strojif tento bod je prvym krokom jednej z moznych konstrukcii spoloénych vnttornych
dotycnic kruznic k a [.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dany je trojuholnik ABC. Uvazujme kruznicu pripisant k strane BC tohto trojuhol-
nika a oznaCme P, @, R dotykové body tejto kruznice s priamkami BC, CA, AB.
Dokazte, ze velkost tsecky |AQ)| je rovné polovici obvodu trojuholnika ABC'. [Zrejme
|AQ| = |AR| a plati |AR|+|AQ| = |AB|+|BR|+|AC|+|CQ| = |AB|+|BP|+|AC|+
+ |CP| = |AB| + |BC| 4 |CA|, odkial vyplyva dokazované tvrdenie.]

N2. Dané st dve kruznice ki, k2 so stredmi v bodoch O3, O3, ktoré nemaju spolo¢ny
bod a ziadna nelezi vo vnutornej oblasti druhej. Pripomerite si, ako zostrojit spolo¢né
vnatorné dotyc¢nice tychto kruznic. [Tieto doty¢nice sa pretinaji v strede rovnolahlosti
so zapornym koeficientom, ktord prevddza jednu kruznicu na druhi. Staéi najst tento
stred a zostrojit z neho dotyc¢nice. Stred ndjdeme napriklad takto: Vezmeme body
P € k1, Q € ko také, ze PO1 || QOa2, pricom P, Q lezia v navzijom opacénych
polrovinach vzhladom na O;10Os. Hladany stred rovnolahlosti je potom priese¢nikom
priamok 0102 a PQ. Iny postup konstrukcie spolo¢nych vnatornych dotycénic danych
kruznic k1(O1,71) a k2(O2,r2) vyplyva z toho, Ze tieto priamky s zrejme rovnobezné
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s dotyénicami z bodu Oz k pomocnej kruznici k{ (O1,r1 + r2), ktort lahko zostrojime
pouzitim Télesovej kruznice s priemerom O102.]

N3. Zostrojte trojuholnik ABC, ak poznate jeho obvod, vysku na stranu BC a velkost
uhla a. [Ozna¢me P a @ body na polpriamkach opaénych k BC a CB také, ze
|BP| = |BA| a |CQ| = |CA|. Z rovnoramennych trojuholnikov BAP a C AQ Tahko
spocitame, ze | BAP| = %5 a|{CAQ| = %'y. Tym padom |{ PAQ| = %,B—l—%'y—i—a =
=90°+ %a. V trojuholniku APQ pozname stranu PQ, uhol pri vrchole A a tiez vysku
na stranu A, takZe ho vieme zostrojit. Body B, C nésledne ndjdeme ako priese¢niky
strany PQ a osi tseéiek AP a AQ.]

D1. Dany je trojuholnik ABC. KruZnica jemu vpisana sa dotyka stran BC, CA, AB
v bodoch P, @, R. Dokazte, ze |AQ| = s — a, priom a = |BC| a s je polovica
obvodu trojuholnika ABC (dalsie dve rovnosti analogicky). [Postupujeme podobne
ako v tlohe N1. Plati |AQ| = |AR| a |AQ| + |AR| = |AB| — |BR| + |AC| — |CQ)| =
= |AB| — |BP| + |AC| — |CP| = |AB| 4+ |AC| — |BC|, z ¢oho uz vyplyva dokazované

tvrdenie.]
D2. Dokézte, ze v pravouhlom trojuholniku ABC' s pravym uhlom pri vrchole A je polomer
kruznice vpisanej rovny s — a, pricom a = |BC| a s je polovica obvodu ABC.

[Oznacme I stred jeho vpisanej kruznice a P, @ dotykové body s odvesnami AB,
AC. Stvoruholnik APIQ je $tvorec, takze |IQ| = |AP|. Z vysledku tilohy D1 vyplyva,
ze |AP| = s —a.]

D3. Dany je trojuholnik ABC. KruZnica jemu vpisana sa dotyka strany BC v bode D.
Kruznica pripisand k jeho strane BC' sa jej dotyka v bode E. Dokézte, ze D, E st su-
merne zdruzené podla stredu BC'. [Z Glohy D1 vieme, ze |BD| = s—b. Ostéva dokézat,
ze |CE| = s —b. Ak oznad¢ime F dotykovy bod pripisanej kruznice s priamkou AC, tak
podla tlohy N1 méme |AF| = s. Teda |CE| = |CF| = |AF| — |AC| = s — b.]

D4. Dokézte, ze v dotyénicovom $tvoruholniku ABCD je stucet velkosti jeho protilahlych
stran rovnaky. [Predpokladajme, Ze §tvoruholnik je dotyénicovy, a oznaéme postupne
P, Q, R, S dotykové body vpisanej kruznice so stranami AB, BC, CD, DA. Potom
|AB|+|CD| = |AP|+|PB|+|CR|+|RD| = |AS|+|BQ|+|CQ|+|DS| = |BC|+|AD|.]

D5. Dany je trojuholnik ABC. KruZnica k jemu vpisand sa dotyka strany BC v bode D.
Nech E je obraz bodu D v stredovej simernosti podla stredu BC. Use¢ka AE pretina
kruznicu k v dvoch bodoch, oznaéme F' ten, ktory je blizsie k bodu A. Dokézte, ze
DF 1 BC'. [Podla tlohy D3 je bod E dotykovy bod kruznice ! pripisanej k strane BC.
Nech I, je stred tejto kruznice a I stred k. Bod A je stredom rovnolahlosti, ktora
zobrazuje [ na k. V tejto rovnolahlosti sa F zobrazuje na F, takze I'F || IoE. Lenze
I, E je priamka kolma na BC]

6. Na hracom plane je nakresleny pravidelny n-uholnik s jednym vrcholom vyznacenym
ako pasca. Tom a Jerry hraji nasledujiicu hru. Na zaciatku Jerry postavi figurku na
niektory vrchol n-uholnika. V kaZdom kroku potom Tom povie nejaké prirodzené cislo
a Jerry posunie figirku o tento pocet vrcholov podla svojej volby bud v smere, alebo
proti smeru chodu hodinovych ruciciek. Ndjdite vietky n = 3, pri ktorych moze Jerry
tahat figirkou tak, aby nikdy neskoncila v pasci. Ako sa zmeni odpoved, ked je Tom
k planu otoceny chrbtom, poznd iba dané n a nevidi, kam Jerry figurku na zaciatku
postavi ani kam s riou v jednotlivijch krokoch tahd? (Pavel Calabek)

Riesenie. Najskor oc¢islujme vrcholy postupne v jednom smere 0,1,...,n — 1 tak, aby
vo vrchole 0 bola pasca. Ak stoji figiirka na vrchole a a Tom povie ¢islo b, tak vrcholy,
v ktorych po tomto tahu moze byt figirka, zodpovedaju zvyskom ¢isel a — b a a + b po
deleni ¢islom n — tieto zvysky budeme oznacovat ako (a — b),, resp. (a + b),.

Predpokladajme najskor, ze n ma neparneho delitela d vic¢sieho ako 1. Dokazeme,
ze potom moze Jerry urobif fah figirkou tak, aby nikdy neskoncila v pasci. Jeho
stratégia bude nasledujtca:

Na zaciatku polozi figirku na Iubovolny vrchol, ktory nie je delitelny d,* a dalej

4 Takt vlastnost m4 pre Iubovolné d > 1 napriklad vrchol s éislom 1.
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bude vyberat smer posunu figirky tak, aby nikdy neskonc¢ila na vrchole s ¢islom deli-
telnym d. Dokéazeme, ze takii moznost méa Jerry vzdy, teda jeho figirka nikdy neskoné¢i
v pasci, lebo jej ¢islo 0 je delitelné d.

Ak je figirka na vrchole s ¢islom a nedelitelnym d a Tom povie ¢islo b, tak aspon
jedno z ¢isel p = (a + b),, alebo ¢ = (a — b),, nie je delitelné d. Pre vhodné celé ¢isla
p',q jetotiza+b=pn+paa—>b=¢n+ qa séitanim oboch rovnosti dostaneme
2a = n(p’ +¢') + (p+ q). Ak by obe ¢isla p a ¢ boli delitelné d, bola by prava strana
poslednej rovnosti delitelnd d (d deli n), zatial ¢o ¢islo 2a na lavej strane delitelné
¢islom d nie je (d je podla predpokladu neparne ¢islo, ktoré nedeli a). Aspon jeden
z dvoch moznych Jerryho fahov je teda taky, Ze sa figirka posunie na vrchol s ¢islom
nedelitelnym d, a tym paddom nikdy neskon¢i v pasci.

Ostéva teda vysetrit pripad, ked n nemé neparneho delitela, teda n = 2* pre nejaké
prirodzené ¢islo k = 2. Dokdzeme, Ze v tomto pripade Tom po koneénom pocte fahov
dokéze dostat figirku do pasce.

Pre jednoduchsie vyjadrovanie budeme hovorit, Ze vrchol n-uholnika, ktory nie je
pascou, mé stupen b, ak bude 2° najvyssia mocnina ¢isla 2, ktora este deli jeho nenulové
¢islo.

Teraz opiseme Tomovu stratégiu pre n = 2, ked vidi poziciu figiarky. Predpokla-
dajme, ze figurka je aktudlne na vrchole stupna p. Taky vrchol ma ¢islo 2Pq, pricom ¢
je neparne. V takom pripade Tom povie 2P. Dokazeme, ze vdaka tomu dostane figirku
bud do pasce, alebo na vrchol, ktorého stupen bude vyssi ako p. To uz Tomovi zarudi,
ze po konec¢nom pocte krokov vyhra, lebo vSetky vrcholy maja cisla mensie ako n =
= 2% teda ich stupne st mensie ako k, a tak sa stupen vrcholu, kam sa figtirka posunie,
nemodze stale iba zvicsovat.

Vdaka Tomovmu tahu 27 figrka skonéi na vrchole s ¢islom r = (2P(g+1)),,, pricom
znamienko zodpovedd smeru, ktorym Jerry figirkou tahal. Ak r = 0, je figirka v pasci.
Ak 7 # 0, mdzeme pisat 2P(q 1) = nr’ + r. Cislo ¢ = 1 je v kazdom pripade pérne,
takZe Tava strana uvedeného vztahu je delitelna ¢islom 2Pt A kedze p < k — 1, deli
mocnina 2P aj &islo n = 2%, teda deli aj druhy séitanec r z pravej strany. Kedze r # 0,
znamena to, ze stupen vrcholu s ¢islom r je vyssi ako p. To sme potrebovali zdovodnit.

Teraz dokédzeme, Ze pre n = 2* dokaze Tom po kone¢nom poéte krokov dostat
figiirku do pasce bez toho, aby jej poziciu videl. Jeho stratégia sa v predchadzajicom
pripade opierala o znalost stupia jej vrcholu. Aby sa tohto problému zbavil, potrebuje
predovSetkym mat pre kazd( moznt hodnotu p stuptia jej vrcholu pripravent stratégiu
(postupnost tahov), ktord mu zaruéi uspech — taka postupnost tahov oznac¢me S(p).
Dohodnime sa este, Ze ,tahom b“ v tychto stratégiach nazveme Tomov krok, ked povie
prave dotycné cislo b.

Zamyslime sa teraz nad tym, ako maju vyzerat jednotlivé stratégie S(p). Pouzijeme
pritom poucenie z predoslej casti, pricom sme dokazali, ze ak pri figirke na vrchole
stuptia p Tom pouzije fah 2P, prejde nésledne figirka bud do pasce, alebo na vrchol
stupna vyssieho ako p.

Je jasné, ze stratégia S(k — 1) spoéiva v jedinom tahu 2*~!. Vrchol stupna k — 1
je totiz jediny a mé ¢islo %n = 2F~1 takze po tahu 2*~! sa z neho figtirka (Tubovolnym
smerom) premiestni do pasce.

Podobne stratégia S(k —2) zaé¢ina tahom 2¥~2. To Tomovi bud zaruéi vyhru, alebo
sa figarka dostane na vrchol s vysSim stupnom, teda nutne na vrchol stupna k — 1.
Preto ak po fahu 22 Tom pouzije stratégiu S(k — 1), uréite vyhra, kedze S(k — 1) je
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z definicie vitazna stratégia pre vrchol stupmna k — 1.

Analogicky stratégia S(k — 3) za¢éne tahom 2*~3. Tento fah Tomovi bud prinesie
vyhru, alebo dostane figiirku na vrchol stupna k£ — 1, alebo na vrchol stupna k — 2. Pre
obe tieto moznosti uz sice ma Tom stratégiu, nevie ale, ktord z nich nastala. KIucové
pozorovanie je vsak toto:

Stratégia S(k — 1) bud zafunguje, alebo nezmeni stupen vrcholu. Naozaj, ak je
figlirka na vrchole stupfia k — 2, t.j. na vrchole s é&islom tvaru 2¥~2¢ (pricom ¢ je
nepéarne), potom vrchol po prevedeni stratégie S(k — 1) (obsahujtcej iba tah 28~1)
bude mat ¢islo 7 = (2872(q £ 2)),,. Z vyjadrenia 2¥72(q £ 2) = nr’ + r totiz vidime, Ze
2%=2 deli r (kedze deli Tavti stranu uvedeného vzfahu aj n = 2%), zatial ¢o 2~ uz r
nedeli (lebo g & 2 je nepérne), a to znamend, ze vrchol s ¢islom r mé stupen k — 2.

Vdaka tomu vidime, %e po tahu 2¢73, ktory neviedol k vyhre, méa vzdy zmysel
pouzit stratégiu S(k —1). Ak je figiirka na vrchole stupnia k — 1, je vitazna. V opa¢nom
pripade je na vrchole stupnia k—2, a to aj po prevedeni stratégie S(k—1), takze nasledné
prevedenie stratégie S(k — 2) zaruéi, ze Tom figirku dostane do pasce.

Uvedomme si, ze naSe kluc¢ové pozorovanie vychadza zo vSeobecného faktu, ze ak
je figirka na vrchole stupna p, tak po prevedeni tahu 2”/, pricom p’ > p, zostane figtrka
na vrchole stupna p. To dokdzeme analogicky: Ak je figirka na vrchole s ¢islom 2Pgq,
priom ¢ je nepérne, tak po tahu 27 je na vrchole s &slom r = (2P(q + 21"/_”))”, plati
teda 2P(q + 21’/_1’) = nr’ + r, takze 2P deli lavi stranu a aj n, z ¢oho vyplyva, ze deli
aj r, avsak 2PT! nedeli Tavi stranu a deli n, preto neméze delit r, z ¢oho uz vyplyva,
ze r je Cislo vrcholu stupna p.

Teraz sme pripraveni formalne opisat stratégiu S(p), pricom p je dané celé ¢islo
spliajice 0 < p < k — 1. Tato stratégiu definujeme zostupnou matematickou indukciou:

(i) S(k — 1) pozostava z tahu 281,

(ii) Ak cel¢ [ spliia 0 < [ < k — 2, definujme, 7e S(I) pozostdva z fahu 2!

nasledovaného fahmi zo stratégii S(k — 1),S(k —2),...,S( +1).

Vsimnime si, Ze z tejto definicie vyplyva, Ze stratégia S(p) pozostava iba z tahov
tvaru 2¢, pricom t = p. To mdzeme forméalne dokazat zostupnou matematickou induk-
ciou:

Ak p = k — 1, je tvrdenie zrejmé. Predpokladajme, Ze je dané p také, Zze tvrdenie
plati pre ¢isla £ — 1,k — 2,...,p + 1. Dokazeme, Ze potom plati aj pre p. Stratégia
S(p) pozostava z tahu 2P (pre ktory dokazované tvrdenie zrejme plati), a z tahov zo
stratégii S(k—1),S(k—2),...,S5(p+1). Z indukéného predpokladu mame, ze pre kazdé [
splhajice k — 1 > 1 > p + 1 stratégia S(I) obsahuje iba tahy tvaru 2¢, pricom ¢ > I.
KedZze l Z p+1,jet = p+1 = p. Vsetky tieto fahy st teda pozadovaného tvaru, ¢o
dokazuje tvrdenie pre p, ¢im je dékaz indukciou ukonceny.

Pripomenime naSe pozorovanie, ktoré hovori, ze ak je figirka na vrchole stupna p
a my urobime fah 27’/, pricom p’ > p, bude figiirka opéf na vrchole stupia p. Vdaka nemu
dostavame, ze aplikovanim celej stratégie S(p’), ktord pozostava iba z pozadovanych
tahov, sa tato skuto¢nost nezmeni.

Vdaka tomu vidime, ze stratégia S(p) naozaj dostane figurku do pasce, ak na
zaciatku stoji na vrchole stupna p. Formalne to dokdzeme zostupnou matematickou
indukciou:

Pre p = k — 1 sme to zdovodnili uz predtym. Predpokladajme, zZe ¢islo p je také,
ze tvrdenie plati pre ¢isla k — 1,k — 2,...,p + 1. Dokézeme, ze potom plati aj pre p.
Predpokladajme, Ze sme na vrchole stupma p. Po aplikovani prvého fahu 2P je figirka
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bud v pasci, alebo sa dostane na vrchol stupna p’, pricom p’ > p. V druhom pripade
stratégie S(k — 1), S(k —2),...,S(p’ + 1) nezmenia fakt, Ze sme na vrchole stuptia p’,
a nasledne stratégia S(p’) z indukéného predpokladu zafunguje a dostane figirku do
pasce. Dokaz indukciou je teda ukonceny.

Posledny krok, ktory ostava, je definovat Tomovu findlnu stratégiu. T4 bude po-
zostavat z postupného prevedenia stratégii S(k — 1), S(k —2),...,5(0). Teraz uz lahko
zdovodnime, Ze tato postupnost stratégii bude vzdy tspesna — ak je totiz figirka na
zaCiatku na vrchole stupna h, tak stratégie S(k —1),S(k —2),...,S(h + 1) tento fakt
nezmenia a nasledne zafunguje stratégia S(h). Tym je ukoncend posledna cast ulohy.

Zaver. Pre n, ktoré je mocninou dvoch, mé vyhravajicu stratégiu Tom, pricom nemusi
vidiet poziciu figurky. Pre vSetky ostatné n mé vyhravajicu stratégiu Jerry.

Pozndmka. Keby Tom okrem toho, Ze nevidi figirku, nepoznal ani ¢islo n, tak by
v pripade, Ze n je mocnina dvoch, mohol aj tak vyhrat v kone¢nom ¢ase. Stacilo by mu
sktisat postupne svoju stratégiu pre vSetky mocniny dvoch.

Pozndmka. Vrdtme sa este k pripadu, ked n nie je mocnina dvoch, t.j. je tvaru 2%,
pricom [ > 1 je neparne. Z nasho rieSenia vyplyva, ze vSetky pociatocné pozicie, pre
ktoré Jerryho stratégia nefunguje, st nasobky [. V tychto poziciach naozaj vyhrava
Tom, pri¢om nemusi vidief poziciu figirky — sta¢i uz opisani stratégiu modifikovat tak,
ze vsade, kde je tah 2%, bude tah 2°1.

Iné riesSenie. Ukazeme iné riesenie v pripadoch, ked Tom vidi figirku. Ulohu si moéZzeme
preformulovat tak, ze hrame na celo¢iselnej osi, pricom pasce su ¢isla delitelné n (iné
¢isla ako celé v nasom rieseni neuvazujeme). Cislo nazveme zl€, ak existuje postupnost
tahov, ktora dostane na fiom stojacu figirku do pasce, nech hra Jerry akokolvek. VSetky
ostatné ¢isla nazveme dobré. Z definicie s vSetky ¢isla delitelné n zlé.

Uvedomme si, ze Jerry ma vyhravajicu stratégiu prave vtedy, ked existuje aspor
jedno dobré ¢islo a. V tom pripade mu staci polozit figirku naf. Nech uz Tom povie
akékolvek ¢islo, je aspor jedno z oboch ¢isel, na ktoré sa figirka moze premiestnit,
dobré, kedze v opa¢nom pripade by z definicie zlého ¢isla platilo, Ze ¢islo a je zlé, ¢o je
spor. Ak st naopak vsetky ¢isla zlé, tak z ich definicie st vSetky mozné pozicie figurky
pre Jerryho prehravajuce.

Dalej plati, Ze ak st dve rozne &isla a a b zlé a ¢islo (a+b)/2 je celé, je zlé. Naozaj,
ak je (a+b)/2 celé, maju ¢isla a a b rovnaki paritu, takZe aj éislo (b—a)/2 je celé. Tah
(b—a)/2 dostane figurku z ¢isla (a+b)/2 na jedno z ¢isel a alebo b, takze ¢islo (a+b)/2
je naozaj zlé. Naopak je lahko vidno, Ze ak je ¢islo zlé, je to preto, ze je bud delitelné
¢islom n, alebo je aritmetickym priemerom dvoch zlych ¢isel. S tymito pozorovaniami
uz dokézeme opisat vsetky zlé ¢isla.
vSetky zlé ¢isla delitelné d (kedZe sa jedna o ¢isla delitelné n). Ak mame dve zlé ¢isla
a a b delitelné d a ich aritmeticky priemer je celé ¢islo, je aj tento priemer delitelny d
(kedZe d je nepéarne). VSetky zlé ¢isla teda musia byt delitelné d, preto existuje nejaké
dobré ¢islo, teda v tomto pripade ma Jerry vyhravajacu stratégiu.

V druhom pripade je n = 2* pre nejaké prirodzené ¢éislo k. Dokézeme, Ze v tomto
pripade su vSetky celé ¢isla zlé. Pouzijeme na to nasledujicu tvahu: Pre vsetky celé
¢isla a a prirodzené &isla [ plati, ze ak st krajné body intervalu (a,a +2') zlé, st
a] vSetky cisla tohto intervalu zlé. Toto tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou
podla I:
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Pre [ = 1 mame interval (a,a + 2). Jeho jediny vnutorny bod a + 1 je zrejme
priemerom krajnych bodov, ktoré su zlé, takze aj ¢islo a + 1 je zlé. Predpokladajme,
ze tvrdenie plati pre [ a vSetky celé a. Dokazeme, ze potom plati aj pre [ + 1. Mame
dokézat, ze vsetky ¢isla intervalu (a,a + 2!71) st zlé. Kedze podla predpokladu st
krajné body zlé, je aj stred tohto intervalu rovny a + 2 zIy. Interval sa rozdelil na dva
podintervaly (a,a+2!) a (a+ 2!, a4 2'*1). Na oba tieto intervaly viak mozeme pouzit
indukény predpoklad. VSetky vnutorné body tychto intervalov su teda zlé, takze aj cely
interval (a, a + 2!71) je zlj. Tym je dokaz indukciou ukondeny.

Teraz uz staci len aplikovat toto pomocné tvrdenie na intervaly (2%1,2%(1 + 1)),
pricom [ je celé ¢&islo. Ich krajné body si zlé, kedZe to st nasobky n = 2. Dlzka tychto
intervalov je mocnina dvoch, takze nutne vSetky cisla tychto intervalov su zlé. Tymito
intervalmi ale pokryvame vSetky celé cisla, teda dokaz, ze vsetky celé cisla sa zlé, je
hotovy.

Pozndmka. Stratégiu sme v tomto rieSeni opisali implicitne. D4 sa vSak spitne odvodit.
V prvom pripade stac¢i kazdej dvojici (a,b), pricom a je dobré ¢islo a b je lubovolné,
priradif taky Jerryho tah, pri ktorom figirka skoné¢i na dobrom ¢isle. V druhom pripade
treba pre kazdé zlé ¢islo zaznadit tah, ktory ho dostane na zlé ¢islo, kvoli ktorému je
z1é (uvedeny tah (b — a)/2 v rieseni). Je vidno, ze takto explicitne opisané stratégie st
rovnaké ako stratégie z predchadzajiceho riesenia.

Poznamka. Podobne ako v predoslom rieSseni mozno aj tu pomocou predvedenych tivah
opisat, ako vyzera situacia pre vSetky mozné pociato¢né pozicie figirky. V kontexte
tohto rieSenia to znamena pre vSeobecné n opisat vSetky dobré ¢isla. Skombinovanim
avah z rieseni sa da dokézaf, ze ak n = 2*[, pricom [ je neparne &islo, st dobré prdve
tie cisla, ktoré nie st nasobkami [.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Vyrieste Glohu pre neparne éisla n. [V tomto pripade vzdy vyhrava Jerry, kedze sa
nikdy neocitne na policku, ktoré je z oboch stran rovnako vzdialené od pasce, takze
vzdy aspoii jeden z jeho dvoch tahov nevedie do pasce.]

N2. Dokéazte, ze bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze Tom voli iba ¢isla
nanajvys rovné n/2. [V prvom rade Tomovi staéi volit éisla nanajvys rovné n, kedze
¢isla a, a + n zrejme maja rovnaky efekt. TieZ je vidno, Ze aj Cisla a, n — a maju
rovnaky efekt. Tomovi teda staci volit vzdy mensie ¢islo z dvojice a, n — a. To je
zrejme nanajvys rovné n/2.]

N3. Vyrieste tlohu pre n = 6. [O¢&islujme vrcholy 0,1,...,5 tak, ze 0 je pasca. Figurka
nikdy neméze byt na vrchole s ¢islom 3, kedze tahom 3 by nutne skoncila v pasci.
PodTla tlohy N2 sta¢i predpokladat, ze Tom hovori iba ¢isla 1, 2, 3. Uvedomte si, Ze
pre kazdy zo zvysnych vrcholov 1, 2, 4, 5 a pre kazdé Tomom zadané cislo 1, 2, 3
moze Jerry spravit tah, ze figirka neskoné¢i na vrcholoch s ¢islami 3 a 6, takze nemoze
prehrat.]

N4. Vyrieste tlohu pre n = 4. [Oéislujme vrcholy ako v tilohe N3. Rozdelme si vrcholy,
ktoré nie st pascami, do dvoch skupin A = {2} a B = {1, 3}. Ak je figtrka v skupine A,
Tom tahom 2 vyhra. Ak je figarka v skupine B, vyhrd bud tahom 1, alebo ju dostane
do skupiny A, pricom vyhra tahom 2. Ak by nevidel poziciu figurky, vyskusa najskor
tah 2. Tymto tahom bud vyhra, alebo bude figirka v skupine B, pricom zostane aj
po tomto fahu. Vtedy mu staéi pouzit stratégiu pre skupinu B, t.j. povedat ¢isla 1, 2.
Finalna stratégia v pripade, ze nevidi figarku, je teda 2, 1, 2.]

N5. Tom zvoli k danej hre (pri ktorej na hraci pldn s n-uholnikom vidi) jednoduchu
stratégiu: v kazdom kroku povie také c¢islo mensie ako n, pri ktorom sa néasledne
figirka ocitne v pasci, ak ju posunie Jerry proti smeru chodu hodinovych ruciciek.
Dokazte, ze Tom zaruéene vyhréa v pripade n = 8. [Vypisujte postupne polohy figiurky
od vitazného konca, a dokazte, ze takto dostanete vSetky mozné vychodiskové polohy
figarky. Dokdzete objavit, ktoré dalsie n budi mat rovnaki vlastnost?]
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D1.

D2.

D3.

D4.

Ako sa zmeni odpoved v tlohe, ak ma Tom zakizan kone¢nti mnozinu &isel, t. j. nesmie
ich povedat? [Odpoved sa nezmeni. Ak Tom pouziva vo svojej stratégii zakdzané ¢islo a,
sta¢i ho nahradit ¢islom a + kn pre nejaké prirodzené k. Kedze je zakdzanych konecne
vela ¢isel, nejaké ¢islo tohto tvaru zakdzané nebude. Taktl vymenu urobime so vSetkymi
zakdzanymi ¢islami, ktoré sa moézu v jeho stratégii vyskytnut.]

Ako sa zmeni odpoved, ak Tom nevidi figirku a zaroven nepozné &islo n? [Odpoved
sa nezmenti.]

Ako sa zmeni odpoved v pripade, ze figurka je na zaciatku poloZena na niektorom
konkrétnom policku?

Styri pohére st umiestnené do rohov §tvorcovej tacky. Kazdy je umiestneny dnom na-
hor alebo dnom nadol. Slepéa osoba je posadena pred tadcku a mé za tlohu prevracat po-
hare tak, aby boli vSetky otoCené rovnakym smerom. Pohére sii prevracané nasledujui-
cim sposobom: V jednom tahu mézu byt uchopené lubovolné dva pohéare, pricom osoba
citi ich orientaciu a méze bud niektory z nich otodit opaénym smerom, alebo oba z nich,
alebo ziadny. Nasledne je tacka otocend o celo¢iselny nasobok uhla 90°. Ako ma osoba
postupovat pri prevracani? [https://en.wikipedia.org/wiki/Four_glasses_puzzle]
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