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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. Ndjdite vsetky prvocisla p, q také, Ze rovnica x> + pxr + q¢ = 0 md aspori jeden
celociselny koren. (Patrik Bak)

RieSenie. Ozna¢me 1, xo nie nutne rozne korene danej rovnice. Podla Vietovych
vzorcov plati 1 + xo = —p a x1x9 = ¢q. Z prvého z tychto vzfahov vidime, Ze ak je
jeden z koremnov rovnice celo¢iselny, musi byt celo¢iselny aj ten druhy. Obe ¢isla 21, 22
st teda celé a ich sU¢in je rovny prvocislu ¢. To sa dé rozlozif na sucin dvoch celych
Cisel iba ako ¢-1 alebo (—¢)-(—1). V prvom pripade je vzfah z1 + x5 = —p ekvivalentny
s rovnicou p + ¢ + 1 = 0, v druhom s rovnicou p — ¢ = 1. Prva rovnica nema riesenie,
pretoze na jej lavej strane je kladné ¢islo. Druhd rovnica ma jediné rieSenie (p,q) =
= (3,2), lebo p > ¢ a prvocisla p, ¢ maji nutne réznu paritu, z ¢oho hned vyplyva
g = 2, a teda p = 3. Tejto dvojici zodpoveds rovnica z2 + 3z + 2 = 0, ktord ma
celociselné korene —1 a —2. Tym je uloha vyriesena.

Pozndmka. Sktska v tomto rieSeni nie je nutna. Ak totiz ¢isla x1, xo splhaju vzfahy
1+ Ty = —p a x 79 = ¢, je dobre zname, Ze sa jedna o korene rovnice 22 4 px +q = 0
(vyplyva to z rozkladu 2 + pz + ¢ = (v — x1)(z — 22)).

Iné rieSenie (¢.2). Oznacme a celodiselny koreni danej rovnice. Plati teda a? + pa +
+¢q = 0. Vidime, Ze a deli prvé dva séitance na lavej strane, preto nutne deli aj ¢q. Kedze
q je prvodislo, je a € {£1, +q}. Tieto $tyri moznosti postupne rozoberieme:
> Pre a = —1 mame p — ¢ = 1, takze (p,q) = (3,2).
> Pre a = 1 mame p + ¢+ 1 = 0, ¢o nemdze platit.
> Pre a = ¢ mame ¢ + pq + q = 0, ¢o po vydeleni kladnym ¢ vedie na ¢ +p+1 = 0.
Rovnak rovnicu sme uz dostali predtym.

> Pre a = —q mame ¢> — pg + ¢ = 0 a po vydeleni g dostdvame p — g = 1, ¢o je
rovnica, ktort sme uz riesili.
Jediné mozné riesenie je (p,q) = (3,2). Lahko sa presvedéime, ze tato dvojica

naozaj vyhovuje zadaniu.

Iné rieSenie (&.3). Aby mala rovnica x? + px + ¢ = 0 celo¢iselny koreni, musi byt jej
diskriminant D = p? — 4¢ nutne druhou mocninou nezaporného celého ¢&isla — ozna¢me
ho a. Potom plati p? — 4¢ = a?, ¢o mdzeme napisat ako (p — a)(p + a) = 4q. Kedze
49 > 0ap+a > 0, je nutne p — a > 0. Cislo 4¢ je teda rozlozené na stcin dvoch
kladnych celych ¢isel p—a < p+a. Tieto dve ¢isla maju pritom rovnak paritu, pretoze
ich sucet 2p je parny. KedZze aj ich stcin 4q je parny, si nutne obe parne. Ak oznacime
p—a=2kap+a=2],bude 0 < k =1 akl=q,takze nutne k = 1 a [ = ¢q. Plati teda
p—a=2ap+a = 2q, z ¢oho odvodime rovnicu ¢ = p — 1. Dalej postupujeme ako
v predoslych rieseniach.

Pozndmka. Po napisani rovnice (p — a)(p + a) = 4q je mozné postupovat aj priamocia-
rejsie: Najskor vypiseme vSetky rozklady ¢isla 4¢ na sucin dvoch kladnych cisel, a sice
1-4q, 2-2q, 4-q (v pripade ¢ = 2 st posledné dva rozklady totozné), a rozoberieme
jednotlivé pripady:
> Pre rozklad 1 -4¢ mame vdaka nerovnosti 1 < 4¢ ststavu p —a = 1, p+ a = 4q.
Po séitani oboch rovnic dostavame 2p = 4¢ + 1, ¢o nemoze nastat, lebo Tava strana
rovnice je parna, zatial ¢o prava je neparna.
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> Podobne pre rozklad 2 - 2¢ méme z 2 < 2¢q ststavu p —a = 2, p+ a = 2q, ¢o po
sc¢itani rovnic a deleni dvoma vedie na znamu rovnicu p = q + 1.

> V pripade rozkladu 4 - ¢ nemusime riesit pripad ¢ = 2, kedZe ten je zahrnuty
v predchadzajicom pripade. Pre ¢ = 3 médme p —a = 3, p + a = 4, ¢o nema
celociselné riesenie. Pre ¢ = 5 potom mame p —a = 4 a p + a = ¢, ¢o po séitani
vedie na 2p = 4 + ¢. Lava strana rovnice je parna, a teda aj prava, takze aj
prvocislo ¢ je parne, ¢o nemdze nastat, pretoze sme predpokladali g = 5.

Iné rieSenie (¢.4). Oznacme a celoéiselny koren danej rovnice. Plati teda a? + pa +
+ ¢ = 0. Rozoberieme pripady podla parity prvocisel p a g:
> Ak st obe p, ¢ neparne, nemdze byt ¢&islo a neparne, inak by bolo a? + pa + ¢
nepéarne. Preto je a parne, a teda a? + pa je parne, takze nutne aj ¢ je parne, ¢o je
Spor.
> Ak p = 2, dostdvame rovnicu a? + 2a + ¢ = 0, ktorti napiseme ako (a + 1) +
+ (¢ —1) = 0. Vidime, ze lava strana rovnice je kladna, preto v tomto pripade
nemame riesenie.
> Ak ¢ = 2, mame a? + pa + 2 = 0. Vidime, Ze a je nutne delitelom ¢&isla 2, ¢o vedie
na pripady a € {—1,—2,1,2}. Preskimanim jednotlivych pripadov najdeme jedint
moznost p = 3. Skiskou sa presvedéime, ze dvojica (p, q) = (3,2) naozaj vyhovuje.

Poznamka. Toto rieSenie je podobné druhému rieseniu, avsak nedostava sa explicitne
k rovniciam p — g = 1 resp. p + ¢ + 1 = 0. Niektoré jeho c¢asti sa daji modifikovat tak,
ze sa priblizi k druhému rieseniu: Napriklad v druhom pripade mozno namiesto tpravy
na $tvorec pouzit ivahu o delitelnosti pre najdenie a € {—1,1, g, —q}, ¢o vedie na Styri
rovnice o jednej neznamej q.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.
Vseobecné poznamky:

1. Pri rieseni rovnice p — g = 1 akceptujte aj konstatovanie, ze jediné dve prvocisla liSiace sa
o 1 st 2 a 3, pripadne iné ekvivalentné formulacie, ako napriklad ze kazdé iné dve prvodcisla
sa lisia aspon o 2. Neakceptujte vSak, ak niekto bez akéhokolvek zddvodnenia napise, ze
z tejto rovnice nutne vyplyva p = 3 a ¢ = 2, bez toho, Ze pripomenie, Ze sa jedna o dve
prvocisla.

2. Ak sa riesitel nijako nezmieni o sktske, resp. spitne nevyriesi rovnicu z2 + 3z + 2 = 0,
strhnite bod. Ak korektnym spdsobom zddvodni, ze skuiska nie je nutné (o sa d4 v prvom
rieSeni), tak bod nestrhavajte.

3. Za uhéadnutie rieSenia dajte 1 bod.

4. Ak riesitel preskima konecne vela dvojic (p, q), moze dostat maximélne 1 bod (za t dvojicu,
ktora je rieSenim).

5. Ciastoéné body za jednotlivé rieSenia sa nescitaji.

Riesenie 1.
[1 bod] Zapisanie oboch Vigtovych vzorcov.

v

]

> [1 bod] Zdévodnenie, Ze oba nie nutne roézne korene st celoéiselné.

> [1 bod] Vypisanie moznosti pre {z1, z2} na zdklade vztahu z122 = q.

> [1 bod] VySetrenie pripadu {z1,z2} = {¢,1} vediceho na rovnicu p+ ¢+ 1 =0.

> [1 bod] VySetrenie pripadu {z1,z2} = {—¢, —1} vedtceho na rovnicu p — ¢ = 1 (pozri prva
vSeobecnt pozniamku).

> [1 bod] Overenie, ze dvojica p = 3, ¢ = 2 naozaj vyhovuje (pozri druht vSeobecni
poznamku).

Netiplné riesenie: V pripade, Ze rieSitel zabudne na jeden z moznych rozkladov zjizg, dajte
nanajvys 4 body.
Riesenie 2.
> [2 body] Odvodenie, ze dany celoé¢iselny koreni je delitelom g.
> [1 bod] Vypisanie vSetkych moznosti pre hodnoty tohto delitela.
> [1 bod] VySetrenie pripadov a = —1 resp. a = —q (vedtcich na rovnaka rovnicu p — ¢ = 1,
pozri prva vSeobecnli poznamku).



> [1 bod] Vysetrenie pripadov a = 1 resp. a = g (vedicich na rovnakd rovnicu p+ g+ 1 = 0).
> [1 bod] Overenie, ze dvojica p = 3, ¢ = 2 naozaj vyhovuje (pozri druht vSeobecni
poznamku).
Netplné riesenie: V pripade, ze riesitel zabudne vySetrit niektoré delitele ¢isla g (napriklad
zdporné), dajte nanajvys 4 body.

Riesenie 3.
> [1 bod] Uvedomenie si, ze diskriminant musi byt druhd mocnina celého ¢isla (sta¢i konsta-
tovanie, alebo napisanie rovnice p? — 4q = a?).
> [1 bod] Prepisanie skimanej rovnice na tvar (p — a)(p + a) = 4q.
> [1 bod] Vypisanie vSetkych moznych rozkladov obmedzenych pripadnymi uvahami ako

.....

poznamku).
> [1 bod] VyrieSenie rozkladu p — a = 2, p + a = 2q, ktory vedie na rovnicu p — ¢ = 1 (pozri
prvu v8eobecni poznamku).
> [1 bod] Vyluéenie vSetkych ostatnych rozkladov. Tento bod je implicitne udeleny aj v pri-
pade, ked sa riesitel Sikovne vyhne akymkolvek dalsim rozkladom podobne ako vo vzorovom
rieseni.
> [1 bod] Overenie, ze dvojica p = 3, ¢ = 2 naozaj vyhovuje (pozri druht vSeobecnu
poznamku).
Netplné rieSenie. V pripade, ze riesitel vypiSe vSetky rozklady 4q, ale nezdévodni (alebo neko-
rektne vysetri) poradie Cinitelov, strhnite nanajvys 1 bod. Ak v8ak neuvedie vSetky rozklady 4gq,
dajte nanajvys 4 body.
Riesenie 4.
> [2 body] Uplné vyrieSenie pripadu, ked p, ¢ st neparne. Pri mensej chybe strhnite 1 bod.
> [1 bod] VyrieSenie pripadu p = 2, napr. pomocou kladnosti ako vo vzorovom rieSeni alebo
delitelnosti (pozri pozndmku).
> [2 body] VyrieSenie pripadu ¢ = 2. Za mensie chyby (napr. zabudnutie delitelov) strhnite
1 bod.
> [1 bod] Overenie, ze dvojica p = 3, ¢ = 2 naozaj vyhovuje (pozri druht vSeobecni
poznamku).

2. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom |AB| < |AC|. Na polpriamkach AB,
AC lezia postupne body D, E také, Ze |AD| = |AC| a |AE| = |AB|. Zostrojme v bode D
kolmicu na AD, v bode E kolmicu na AE a ich priesecnik oznacme F. Dokdzte, Ze

AF 1 BC. (Patrik Bak)

RieSenie. Z predpokladu |AB| < |AC| vyplyva, Zze bod D lezi na polpriamke opac¢nej
k BA, zatial ¢o bod E lezi vnutri usecky AC. Trojuholniky ABC, AED st zhodné
podla vety sus, lebo sa zhoduju v uhle pri vrchole A a |[AB| = |AE| a |AC| =
= |AD|, ako vyplyva z definicie bodov D a E. Z tejto zhodnosti mame |[LAED| =
= |LABC| = < 90°, pretoze trojuholnik ABC' je podla predpokladu ostrouhly. To
vdaka rovnosti |{ AEF| = 90° znamen4, 7ze | DEF| = 90° — 3 (obr. 1). Stvoruholnik
DFFEA je tetivovy, pretoze oba jeho uhly pri vrcholoch D a E st pravé. Pre obvodové
uhly nad tetivou DF tak mame [{DAF| = |{DEF| = 90° — 3. Ak ozna¢ime P
priese¢nik AF a BC, bude v trojuholniku ABP platit |[{PBA| =  a |[{BAP| =
= |[{DAF| = 90° — j3, takie |{APB| = 90° ¢ize AF 1 BC.

Pozndmka. RieSenie sa da roznym sposobom modifikovat redefinovanim bodov, napr.
tak, ze bod F’ definujeme ako priesecnik kolmice z A na BC a D na AD, a pomocou
uhlov dokézeme, ze AE 1 EF’. Také redefinovanie je pri podobnych tlohach ¢asto
nevyhnutné — uvedené rieSenie vsak ukazuje, ze v tomto pripade to tak nie je.
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Obr. 1 Obr. 2

Iné rieSenie (¢.2). Ozna¢me P kolmy priemet bodu F' na BC. Konvexné stvoruhol-
niky BDF P a CEPF st tetivové vdaka pravym uhlom pri vrcholoch D, P a E. Tetivovy
je aj stvoruholnik BDCE (obr. 2), pretoZe sa jedné o rovnoramenny lichobeznik, a to
z dovodu, ze osi jeho stran BE a CD splyvaju s osou uhla BAC. Chordaly dvojic
kruznic opisanych stvoruholnikom BDFP, CEPF a BDCE st priamky BD, CFE,
PF, takze prechddzaju jednym bodom, ¢o znamenda, ze body A, P, F' st kolinearne,
odkial uz vyplyva AF | BC.

Pozndmka. Aby sme sa vyhli pojmu chorddla, mdzeme uvedeny postup modifikovat
nasledovne: Ozna¢me P’ kolmy priemet A na BC a F’ priesecnik AP’ a kolmice z D
na AD. Body B, D, F’, P’ lezia vdaka pravym uhlom na kruznici a na kruznici, ako
uz vieme, lezia aj body B, C, D, E. Pre mocnost bodu A tak mame |AP’|-|AF'| =
= |AB| - |AD| = |AE|-|AC|, ¢o znamena, 7Ze aj body P’, F', E, C lezia na kruznici, takze
z |{F'P'C| = 90° dostavame |LF'EC| = 90°, odkial uz vyplyva F = F' a P’ = P.

Iné riesenie (€. 3). Stvoruholnik ADFE mé pravé uhly pri vrcholoch D, E, takze jeho
vrcholy lezia na kruznici s priemerom AF', ktory teda prechadza stredom kruznice opi-
sanej trojuholniku ADFE. Oznac¢me t kolmicu na priamku DE prechddzajicu bodom A
(obr. 3). Podla tlohy D4 k 2. tlohe doméceho kola dostavame, ze priamky AF a t st
stmerne zdruzené podla osi o uhla BAC (st vzhladom k tomuto uhlu izogonélne).
Priamka DFE sa pritom v tejto osovej simernosti zobrazuje na priamku C'B, takze
zt 1 DFE hned dostdavame AF | BC.

Iné rieSenie (¢.4). Ozna¢me P kolmy priemet vrcholu A na stranu BC' a F’ priese¢nik
polpriamky AP s kolmicou z bodu D na AD (obr.4). V $tvoruholniku DBPF’ st uhly
pri vrcholoch D a P pravé a |{DBP| = 180° — 3, takze |[{PF'D| = |{AF'D| = §.
Z pravouhlého trojuholnika AF’D tak mame |AF'| = |AD|/sin 8 = b/sin 8. Ak defi-
nujeme F" ako priesecnik polpriamky AP s kolmicou z F na AE, dostaneme podobne
|AF"| = ¢/ sin+y. Zo sinusovej vety pre trojuholnik ABC vSak mame b/sin = ¢/ sin,
takze |AF'| = |AF"|. Kedze polpriamky AF’ a AF" st totozné, je nutne F/ = F” = F.



F/
Obr. 3 Obr. 4

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.
Vseobecné poznamky:
1. Ak chyba slovny popis polohy bodov D a E, body nestrhavajte.
2. V pripade rieSenia pouzivajiceho analytickti geometriu dajte 6 bodov, ak je spravne, a 0 bo-
dov v pripade, Ze je chybné alebo nedokoncené.
3. Ciastoéné body za jednotlivé rieSenia sa neséitaji.
Riesenie 1.
> [1 bod] Za dékaz zhodnosti trojuholnikov ABC a AED.
> [1 bod] Za dokaz tetivovosti Stvoruholnika ADFE.
> [1 bod] Za vyjadrenie velkosti uhla DAF (¢i DFA) pomocou uhla 3, alebo uhla EAF (&i
EFA) pomocou uhla ~.
> [2 body] Za vyuzitie rovnosti obvodovych uhlov v kruznici nad priemerom AF.
> [1 bod] Za dokonéenie riesenia, t.j. vypocet potvrdzujuci pravy uhol pri bode P.
V pripade, Ze riesitel nanovo vymedzi bod F' (pozri pozndmku k 1. rieSeniu), je nutné usposobit
schému inej definicii.
Netplné riesenie: Dajte nanajvys 3 body (prvé body uvedené v bodovacej schéme).
Riesenie 2.
> [1 bod] Za dékaz, ze body B, C, D, E lezia na kruZnici (napr. konstatovanim, Ze tvoria
rovnoramenny lichobeznik).
> [2 body] Za dokaz, ze body D, F, P, B resp. C, F, P, E lezia na kruznici. Tieto body
dajte, iba ked je jasné, ze bod P je definovany ako kolmy priemet bodu F' na BC. V pripade
zmienky iba jednej z tychto Stvoric dajte 1 bod.
> [3 body] Za dokondenie rieenia, t.j. pouzitie chordél troch kruznic.
V pripade, Ze riesitel nanovo vymedzi bod F' (pozri poznadmku k 2. rieSeniu), je nutné usposobit
schému tomuto redefinovaniu.
Netplné riesenie: Dajte nanajvys 3 body (prvé body uvedené v bodovacej schéme).
Riesenie 3.
> [1 bod] Za tvrdenie, ze body D, E st obrazy bodov C, B v osovej simernosti podla o.
> [2 body] Za explicitné uvazovanie priamky ¢, t.j. kolmice z A na DE.
> [3 body] Za dokondéenie rieSenia, t.j. pouzitie tvrdenia o izogonédlnosti AF a t v kombinécii
so sumernou zdruzenostou priamok DE a BC.
Netplné riesenie: Dajte nanajvys 3 body (prvé body uvedené v bodovacej schéme).
Riesenie 4.
> [2 body] Za vyjadrenie velkosti tsecky AF’ iba pomocou prvkov trojuholnika ABC, pricom
musi byt jasné, Ze bod F bol redefinovany na F’ a akym sposobom.
> [4 body] Za dokoncenie rieSenia, t.j. dalsie vypocty veduce k dokazu, ze F/ = F (pozri
vzorové riesenie).
Netiplné riesenie: Dajte nanajvys 2 body uvedené v bodovacej schéme.
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3. Upravou prirodzeného ¢isla nazveme nasledujicu operdciu: ak je ¢islo pdrne, vyde-
lime ho dvoma; ak je mepdrne, pripocitame k nemu cislo 3. Urcte vsetky prirodzené
¢isla, z ktorych dostaneme po niekolkijch dpravdch za sebou éislo 1. (Jan Mazak)

RieSenie. Nech a > 1 je prirodzené ¢islo. Ak je parne, dostaneme prevedenim up-
ravy %a. Ak je neparne, dostaneme po tprave a + 3, ¢o je parne ¢islo, takze v dalSom
kroku dostaneme %(a + 3). Vdaka predpokladu a > 1 plati %a < a, aak je a > 3,
bude aj 1(a + 3) < a. To dokazuje, Ze kazdé ¢islo a > 1 okrem a = 3 sa po nanajvys
dvoch tpravach zmensi. Z kazdého c¢isla vicsieho ako 1 teda po konecnom pocte krokov
dostaneme 1 alebo 3. Z ¢isla 1 dostaneme postupne 4, 2 a opit 1, z ¢isla 3 najskor 6
a potom opét 3. Zhrnutim prichddzame k zaveru, Ze k jednému z dvoch ,zacykleni“
z predchadzajtcej vety nakoniec dojde pre kazdé vychodiskové ¢islo a = 1.

Dalej si v§imnime, Ze nasa tGprava zachovava delitelnost ¢islom 3. Kedze z éisla a
dostéavame bud a + 3, alebo %a, je ¢islo po uprave delitelné tromi prave vtedy, ked je
tromi delitelné ¢islo pred upravou. Z toho hned vyplyva, Ze ak sme na zaciatku mali ¢islo
delitelné tromi, tak sa tato delitelnost tromi zachové, takze nikdy nemozeme dostat 1.
V skutocnosti sa (podla prvého odseku) dostaneme k ¢islu 3.

Ak naopak na zaciatku mame ¢islo, ktoré tromi delitelné nie je, tak nemozeme
dojst k ¢islu 3, preto dojdeme k ¢islu 1.

Zaver. Vyhovuju vSetky prirodzené ¢isla, ktoré nie st delitelné tromi.

Pozndmka. 1. RieSenie mozeme formalizovat pomocou matematickej indukcie. Chceme
dokézat, ze 1 mozno dostat prave z ¢isel nedelitelnych tromi. Najskor tvrdenie overime
pre 2 a 3. Nech n > 3, budeme predpokladat, Ze tvrdenie plati pre vSetky ¢isla mensie
ako n. Po nanajvys dvoch krokoch dostaneme ¢islo mensie ako n, ktoré je delitelné
tromi prave vtedy, ked je tromi delitelné n, takZe pouzitim indukéného predpokladu
dokaz dokoncime.

Pozndmka. 2. Zaujemcom odportiéame pozrief sa na 1. tlohu z MMO 2017!, ktora sa
tejto tlohe velmi podoba.

Za plné riesenie dajte 6 bodov.
Uplné riesenie:
> [2 body] Dékaz, ze kazdé ¢islo a > 1 okrem a = 3 sa po nanajvys dvoch krokoch zmensi. (1)
> [1 bod] Konstatovanie, ze v dosledku (1) sa kazdé &islo po kone¢nom podéte krokov zmeni
na 1 alebo 3. (2)
> [1 bod] Dokaz, ze Uprava &isla zachovava delitelnost tromi, t.j. Ze ¢islo pred upravou je
delitelné tromi préve vtedy, ked je tromi delitelné ¢islo po tprave. (3) Tolerujte, ak je tato
ekvivalencia zapisana len ako implikacia.
> [1 bod] Zmienka, ze v dosledku (3) sme &islo 3 mohli ziskat iba z ¢isla delitelného tromi. (4)
> [1 bod] Dékaz pomocou (2) a (4), ze z ¢isel nedelitelnych tromi vzdy dostaneme 1.
Netiplné riesenie:
> Za preverenie kone¢ného poctu ¢isel nedavajte ziadny bod.
> Ak riesitel napise argument typu ,¢isla sa postupne zmensuju®, dajte 2 body iba v pripade,
ked jeho vyjadrenie explicitne obsahuje, Ze sa tak deje po nanajvys dvoch krokoch — inak
dajte iba 1 bod.
> Ak riesitel neoveri, ze pre a = 1 dostane po dvoch krokoch opéf ¢islo 1, body nestrhavajte.
> Za spravnu odpoved ako nezdévodnend hypotézu dajte 1 bod.
> Ciastoénym rieSeniam, ktoré nijako nevyuzivaja delitelnost tromi, dajte nanajvys 3 body
(ako je spomenuté v predoslych bodoch).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢end pred Vianocami. Odporuca sa odoslat ich najne-
skor 17. decembra 1. triedou.
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