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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tloh domaéceho kola kategorie B

1. Najdite vsetky osemciferné cisla takée, z ktorych po vyskrtnuti niektorej Stvorice
susednych cifier dostaneme stvorciferné cislo, ktoré je 2019-krat mensie.
(Pavel Calabek)

RieSenie. V prvej Casti rieSenia budeme predpokladat, Ze sme v hladanom osemcifer-
nom ¢isle N vyskrtli prvé styri cifry. Tie tvoria Stvorciferné ¢islo, ktoré oznacime A.
Zvysné styri cifry cisla N tvoria Stvorciferné ¢islo B, ktoré je spomenuté v zadani, pritom
zrejme plati N = 10*A + B. Pozadovana vlastnost je preto vyjadren4 rovnicou 10*A +
+ B = 2019B, ¢ize 5000A = 1009B. Kedze ¢isla 5000 a 1009 st nesudelitelné, musi
byt Stvorciferné ¢islo B nasobkom (tiez stvorciferného) ¢isla 5000, ktorého dvojnasobok
je uz vsak piftciferny. Podmienke delitelnosti tak vyhovuje jediné ¢islo B = 5000. Pren
z rovnice 5 000A = 10098 vychadza A = 1009, takze celkom N = 10095000 (= 2019 x
x 5000).

V druhej Casti rieSenia budeme uvazovat sihrnne vsetky dalSie pripady povoleného
skrtania Styroch cifier osemciferného ¢isla N. Vtedy medzi nimi nie je jeho prva cifra,
ktora oznacime ako a. Ukézeme, ze po takom sSkrtani sa ¢islo N zmensi viac ako 5000-
-krat (takze nemdze byt rieSenim tlohy).

Naozaj, éslo N s dekadickym zapisom N = 107a + ... sa zmeni (po uvazovanom
skrtnuti 4 cifier) na ¢islo so zapisom 103a + . ..,! ktoré je urc¢ite mensie ako 10%(a + 1),
pre avizované zmensenie tak staci dokazat nerovnost 107a = 5000 - 103(a + 1). T4 vSak
plati, lebo po vydeleni oboch stran ¢islom 5 - 10° prejde na nerovnost 2a = a + 1, ¢ize
a 2 1. Stac¢i dodat, ze prva cifra a zapisu ¢isla N je vzdy rozna od nuly.

Odpoved. Hladané osemciferné ¢islo je jediné, a to 10095 000.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Urcte vsetky stvorciferné cisla, z ktorych po vyskrtnuti prvého dvojcislia dostaneme
dvojciferné &islo, ktoré je 69-krat mensie. [1725, 3450 a 5175. Hladané cislo je tvaru
102 A + B, pri¢om dvojciferné &isla A, B spliajt rovnicu 102A + B = 69B, &ize 254 =
= 17B. Vdaka nesudelitelnosti ¢isel 17 a 25 z toho vyplyva, ze B je ndsobkom ¢isla
25.]

N2. Dokéazte, ze ak v Stvorcifernom cisle vyskrtneme dve z jeho poslednych troch cifier,
dostaneme ¢islo viac ako 50-krat mensie. [Povodné &islo je tvaru cx*x, zmensené je
tvaru cx, takze prvé z nich je aspon 103c, zatial ¢o druhé &islo je mensie ako 10(c+ 1).
Preto staéi overit nerovnost 103¢ = 50 - 10(c + 1), t4 je ale splnena pre kazdé ¢ = 1.]

D1. Najdite vsetky Stvorciferné &isla abed, pre ktoré plati abcd = 20-ab+16-cd. [65—C—-S—1]

D2. Urcéte najvicsie dvojciferné ¢islo k s nasledujicou vlastnosfou: existuje prirodzené
éislo N, z ktorého po skrtnuti prvej éislice zlava dostaneme &islo k-krat mensie. (Po
skrtnuti éislice moze zépis éisla zaéinat jednou ¢&i niekolkymi nulami.) K uréenému
¢islu k potom najdite najmensie vyhovujtce éislo N. [56—C-II-4]

D3. Pre ktoré racionalne ¢islo r > 1 existuje najviac tych Stvorcifernych ¢isel, z ktorych
vyskrtnutim prvého dvojéislia dostaneme dvojciferné ¢islo, ktoré je r-krat mensie? [Pre
r = 101. Podla oznacenia z tlohy N1 hladame také r, pre ktoré existuje najviacsi pocet
dvojic A, B dvojcifernych &isel spliiajtcich rovnicu 1024 + B = rB, &ize 1024 =
= (r — 1)B. Cislo B je pri danom r &slom A jednoznaéne uréené, pritom A €
€ {10,11,...,99}. Z toho vyplyva, ze pre kazdé r je vhodnych ¢isel nanajvys 90, pritom
tento pocet ziskame prave vtedy, ked pre kazdé dvojciferné A bude B = 102A/(r — 1)
tiez dvojciferné celé ¢islo. To je splnené iba pre r = 101, ked B = A, takze vSetkych
90 vyhovujucich stvorcifernych &isel je tvaru abab.]

! Tri bodky znamenaji vklady niZsich mocnin zékladu 10, v oboch pripadoch vo vSeobecnosti roz-
dielne. Pre dalsie tivahy nie je ich zlozenie podstatné.



2. V trojuholniku ABC' s pravgm uhlom pri vrchole A plati |AB| = 4 a |AC| = 3.
Oznacme M stred prepony BC a N priesecnik osi vniutorného uhla pri vrchole B
s odvesnou AC. Usecky AM a BN sa pretinaji v bode, ktory oznacme K. Vypocitajte
pomer obsahov trojuholnika BAK a $tvoruholnika CNK M. (Patrik Bak)

RieSenie. Uloha je o znAmom pravouhlom trojuholniku s odvesnami dlzok 3, 4 a pre-
ponou (oznacenou ako BC) dlzky 5, ktorého obsah je % -3 -4 = 6. Oznacme este P
pitu kolmice z bodu N na priamku BC' (obr.1). Kedze bod N lezi podla zadania na
osi uhla ABC, plati [INA| = |NP)|.
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Obr. 1

V celom rieSeni budeme hladat vzfahy medzi obsahmi roznych casti trojuhol-
nika ABC. Kedze M je stred strany BC', platia rovnosti

1
Sapm = Sacm = §SABC =3 a Spukx =Scmk,

lebo v oboch pripadoch sa jedna o dvojicu trojuholnikov so zhodnou vyskou na zhodné
zékladne. Porovnanie zakladni a vySok dvoch trojuholnikov vedie aj k imeram

SABN . SCBN = SAKN : SCKN = ‘AN| . ‘CN’ =4: 5,

pretoze v oboch dvojiciach st zapisané trojuholniky so zhodnymi vyskami na svoje
zékladne AN a C'N, pritom trojuholniky v prvej dvojici ABN, CBN maji navyse
zhodné vysky N A, resp. NP zo spolo¢ného vrcholu N, takze pomer ich obsahov je
naozaj rovny pomeru 4 : 5 dizok ich zakladni AB a CB. Zo znamej hodnoty Sapy +
+ ScN = Sapc = 6 teda vyplyva
SaBN = 3 @ SceN = ?

Nase riesenie zalozime na vypocte neznameho obsahu trojuholnika AK N, ktory
oznacime S ako na obrézku a pre ktory zo skor odvodenych vzfahov teraz zostavime
rovnicu. Za tym ucelom postupne vyjadrime

8
SABKZSABN—SAKN=§—S,
8 1
SBMK—SABM_SABK—3_<§_S)—S+§a
2
SBCK:2SBMK:25+§7
10 2 8
- _ —— _(25+2) =2 _2s
Scxn = ScN — SBok 3 <S+3> 3 S
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Dosadenim do timery Sagn : Scxn = 4 : 5 tak dostaneme rovnicu

5
825

Y

4
5

z ktorej vychadza S = %. Obsahy, ktoré mame porovnat, tak maji hodnoty

8 72
Sapx = SAaBN — SAkN = 3~ S = 397
85

Scnkm = Sacm — Sakn =3 -5 = 39"

Odpoved. Hladany pomer je 72 : 85.

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Dokazte, ze lubovolny trojuholnik je kazdou svojou taznicou rozdeleny na dva mensie
trojuholniky s rovnakym obsahom. [Dotyéné trojuholniky maji zhodnt vysku na
zhodné zékladne.]
Dokézte, ze lubovolny trojuholnik je svojimi tromi taznicami rozdeleny na Sest mensich
trojuholnikov s rovnakym obsahom. [Pre trojuholnik ABC s taznicami AA;, BB;i,
CC1 a taziskom T vyuzite rovnosti typu Sapa, = Saca, a Spra, = Scra,, platné
podla vysledku tlohy N1.]
Odvodte pravidlo o pomere, v akom deli os vnatorného uhla daného trojuholnika
jeho protilahla stranu: Os uhla BAC pretina stranu BC' trojuholnika ABC' v bode P
uréenom tmerou |PB|: |PC| = |AB| : |AC|. [Dokéazte, ze oba pomery maji rovnakd
hodnotu ako pomer obsahov trojuholnikov ABP a ACP.]
Vnutri stran AB, AC daného trojuholnika ABC st zvolené postupne body F, F,
pricom EF || BC. Use¢ka EF je potom rozdelend bodom D tak, ze plati p = |ED| :
:|DF| = |BE|: |EA|.
a) Ukazte, ze pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD je pre p = 2 : 3 rovnaky
ako pre p =3 : 2.
b) Zdoévodnite, preco pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD ma hodnotu as-
poii 4. [65-C—-1-4]
V pravouhlom lichobezniku ABCD s pravym uhlom pri vrchole A zidkladne AB je
bod K priese¢nikom vysky CP lichobeznika s jeho uhloprieckou BD. Obsah stvor-
uholnika APCD je polovicou obsahu lichobeznika ABCD. Urcéte, aku ¢ast obsahu
trojuholnika ABC zabera trojuholnik BCK. [65-C—II-3]
Dany je lichobeznik ABCD so zakladnami AB, C'D, pricom 2|AB| = 3|CD|.
a) Néjdite bod P vnutri lichobeznika tak, aby obsahy trojuholnikov ABP a CDP
boli v pomere 3 : 1 a aj obsahy trojuholnikov BCP a DAP boli v pomere 3 : 1.
b) Pre nijdeny bod P uréte postupny pomer obsahov trojuholnikov ABP, BCP,
CDP a DAP. [64-C-1I-3]

3. Upravou prirodzeného ¢isla nazveme nasledujicu operdciu: ak je ¢islo pdrne, vyde-
lime ho dvoma; ak je nepdrne, pripocitame k nemu c¢islo 1.
a) Dokazte, Ze z lubovolného prirodzeného cisla dostaneme po niekolkiyjch upra-
vdch cislo 1.
b) Pre ktoré z ¢isel 1, 2, ..., 10° budeme potrebovat najviacsi pocet tiprav, kym
ziskame cislo 17

(Jén Mazak)

Riesenie. Pre ilustraciu najskor vypiSme, ako vyzeraju postupné upravy napriklad

¢isla 19:

19—-20—-10—-5—>6—3—>4—2—1.



Podla zadania sa kazdé parne ¢islo n zmeni tpravou na ¢islo %n, zatial ¢o kazdé
neparne ¢islo n sa zmeni Gpravou na ¢islo n 4+ 1, ktoré je samo parne, takze po

druhej tiprave z povodného neparneho ¢isla n dostaneme cislo %(n +1). VSimnime
si, Ze prva z nerovnosti
1 1
n>sn, resp. n > z(n+1)

plati pre kazdé parne n = 2 a Ze druhd nerovnost plati pre kazdé neparne n =
2> 3. Znamené to, ze ak zaéneme opakovane upravovat lubovolne dané prirodzené ¢islo
véicsie ako 1, budeme postupne (vzdy po jednej alebo dvoch tpravach) dostédvat mensie
a mensSie prirodzené cisla, takze sa po konecnom pocte krokov nutne dostaneme k ¢islu 1.

.....

z nich by sme sa dostali do sporu s jednou z vyssie uvedenych nerovnosti.)

b) Pre vyriesenie tilohy s konkrétnym ¢&islom 106 bude vyhodné zistit vSeobecnejsie,
ktoré ¢isla budu potrebovat (s ohladom na svoju velkost) relativne velky pocet prav,
kym sa zmenia na ¢islo 1. Buda to urcite ¢isla neparne, v ktorych sa navyse tpravy
nebudt pokial mozno opakovat za sebou (aby nedoslo k rychlemu znizeniu hodnot

ako 20 — 10 — 5 v ilustra¢nom priklade), budu sa teda s Gpravami striedat. Kan-

didatov s relativne velkym poc¢tom potrebnych tprav tak budeme nachadzat v opacne
zapisanom retazci Gprav

12+ 4+ 3 6+5+109+ 18+ 17+ 34+ 33« ...

(aj predposledna uprava, rovnako ako té posledné, musi byt , inak by sme dostali
1+ 2+ 1). Ako sa zd4, kazdé z neparnych ¢isel 3, 5, 9, 17, 33, ..., ktoré sa v takom
retazci objavilo, je &slo tvaru 2¥ 4+ 1 a ¢éslo 1 z neho dostaneme po 2k + 1 tpravach.
Pre k = 3 sa jednd o cislo 9, z ktorého ¢islo 1 dostaneme po 7 tpravach, c¢o je, ako
sa lahko numericky preveri, najviac¢si pocet potrebnych tprav pre vSetky vychodiskové
¢isla, ktoré neprevysuju ¢islo 2* = 16. To nas vedie k domnienke, ktora teraz vyslovime
a potom dokazeme matematickou indukciou.

Pre kazdé prirodzené c¢islo k plati: Z Iubovolného ¢isla n € {1,2,...,2k1} sa
dostaneme k ¢islu 1 po nanajvys 2k-+1 tpravach, pritom 2k+1 tiprav budeme potrebovat
pre jediné z uvedenych ¢isel, konkrétne pre ¢islon = 2% + 1.

Ozna¢me My, = {1,2,...,2""!} mnozinu hodnét n z uvedeného tvrdenia. Pre k =
= 1 toto tvrdenie vyplyva z refazca 1 <— 2 «— 4 + 3, lebo My = {1,2,3,4}. Ak plati
dané tvrdenie pre urc¢itt hodnotu k, bude platif aj pre hodnotu k + 1, ked pre novo
uvazované cisla n tvoriace mnozinu

N = My \ My, &ize Ny = {2MT1 41,281 42 2FF2)

dokazeme, ze kazdé z nich po nanajvys dvoch tpravach padne do mnoziny My, pritom
to z nich, ktoré sa zmeni na ¢islo 2% 4+ 1 az po dvoch upravéch, je jedine éislo 25+1 + 1.
Naozaj, lubovolné parne ¢islo n € Ny sa zmeni jedinou tipravou na ¢islo %n, ktoré
patri do My, kedZe z nerovnosti n < 282 vypljva %n < 2k+1 Tubovolné nepérne
¢islo n € Nj sa zmeni po dvoch tupravach na ¢islo %(n + 1), a to patri do My, kedze
z nerovnosti n < 2°2 — 1 vyplyva $(n + 1) < 2~+1,
Cislo, ktorého tiprava vedie k (neparnemu) &islu 2% + 1, je jediné, a to parne é&islo

2k+1 12 To potom mozno dostat dvoma spésobmi: jednak z &isla 281 +1 € N, tpravou
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, alebo tpravou z ¢isla 2812 44, ktoré ale do mnoziny N, nepatri. Tym je dokaz
indukciou ukonceny.
Teraz uz lahko ziskame odpoved na stanovenu tlohu. Kedze

219 11 =524289 < 10° < 229,

je podla dokdzaného tvrdenia hladané ¢islo rovné 524 289.

Iné rieSenie. Uvedieme eSte iné riesenie oboch casti, ktoré vyhodne pouziva dvojkova
sustavu. Nech n je lubovolné prirodzené ¢islo vicsie ako 1.

Uvazujme najprv pripad, ked n je mocnina dvoch, t.j. mé zapis (100...0)s (takto
oznacujeme zapis ¢isla v dvojkovej sustave). V kazdom kroku zrejme delime dvoma, ¢o
znamena, ze odstranime poslednt nulu. To robime, az kym nedostaneme cifru 1. Ak
ma ¢islo na zaciatku k£ nul, v tomto pripade nastane prave k tprav.

Ak n nie je mocnina dvoch, tak dokdZeme, Ze pre potrebny pocet uprav p(n) plati
vzorec p(n) = c¢(n) + v(n) + 1, kde ¢(n) je pocet cifier ¢isla n zapisaného v dvojkovej
sustave a v(n) je pocet ,vnutornych“ nil v tomto zapise.

Tento vztah najprv dokdzeme pre pripad, ked mame ¢islo tvaru n = (11...1),
s k jednotkami. Jeho tpravou dostaneme m = (100...0)2 s k nulami, preto p(n)
= p(m) + 1. Pritom uz vieme, ze p(m) = k, takze p(n) = k + 1. Kedze c¢(n) =
a v(n) = 0, naozaj p(n) = ¢(n) +v(n) + 1.

Zvysné pripady vyrieSime matematickou indukciou. Pripady n = 2 = (10)2, n =
=3 =(11)2 an =4 = (100)3 sme uz vybavili. Ak n = 5 = (101)2, tak lahko overime, Ze
potrebujeme prave 5 krokov, a kedze ¢(n) = 3, v(n) = 1, naozaj p(n) = ¢(n) +v(n) + 1.

Predpokladajme, Ze je dané ¢islo ng = 5 také, ze dokazované tvrdenie plati pre
vSetky n < ng, ktoré nie s mocninami dvoch. Dokazeme, ze potom plati aj pre n.
Rozoberieme dva pripady:

k

> Nech je n parne. NapiSme ho v tvare (lajas ... ar0)s. Po iprave dostaneme mensie
¢islo m = (lajasg . ..ag)s. KedZe n nie je mocnina dvoch, ani m nie je mocnina
dvoch. Cisla n a m majt zrejme rovnaky pocet vntitornych ndl, t.j. v(n) = v(m).
Taktiez plati ¢(n) = k+2 a ¢(m) = k+ 1. Plati teda p(n) = 1+p(m) = 1+ c(m) +
+ov(m)+1=14+(k+1)4+v(n)+1=c(n)+v(n)+1.

> Nech je n neparne. Ak obsahuje samé jednotky, tak je to pripad, v ktorom sme uz
tvrdenie dokézali. Predpokladajme teda, Ze obsahuje aspon jednu (vntatorn) nulu
a napisme ho v tvare (lajas...q;011...1)s, pricom jednotiek na konci je k = 1.
Po dvoch tupravach dostaneme

1 11...1 1 .10, .. 1 o.aqi10...0) =m.
(lajasg . ..a;0 Jo — (lajaz...a;10...0)2 = (lajas...;10...0) =m
k k k-1

Zrejme ¢(n) = k4142, ¢(m)=k+1+1av(n)=1+v(m). Kedze m < n a nie je
mocninou dvoch, mézeme nan pouzit indukény predpoklad. Plati teda p(n) = 2 +
+p(m) =24+c(m)+v(m)+1=(k+1+2)+v(n)+1=c(n)+wv(n)+ 1. Tvrdenie
je tym dokazané.
Z daného vzorca okamzite vyplyva cast a). Dokonca sme nasli pozadovany pocet
operéacii. V ¢asti b) je cielom tento pocet maximalizovat. Vezmime pevni dlzku k zépisu
¢isla n v dvojkovej sustave. Ak je n mocninou dvoch, tak potrebujeme k — 1 operacii.
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Ak nie, tak pocet operéacii je rovny 1+ k + v(n). Pritom pocet vnutornych nal v(n) je
zrejme nanajvys rovny k — 2, vtedy ide o ¢islo tvaru

__ 9k
(10...01)y = 2% + 1.
k—2

Celkovy pocet operacii je v takom pripade rovny 2k — 1. Potrebujeme teda najst
najvicsie k také, ze 28 + 1 < 105. Dahko sa presvedéime, ze je nim k = 19, lebo
219 +1 = 524289 < 10°% < 229, Hladané ¢islo v ¢asti b) je preto rovné 524 289.

Pozndmka. Najdeny vztah sa da napisat viacerymi sposobmi, ktoré zahfnaju aj pripad,
ked je n mocninou dvoch. D4 sa overit, ze ekvivalentna formulacia je p(n) = ¢(n — 1) +
+ o(n — 1), kde o(n — 1) je pocet nul v binarnom zapise ¢isla n. Iny sposob je p(n) =
=j(n—1)+2-0(n—1), kde j(n — 1) je pocet nil v bindrnom zapise n — 1. Na dokaz
si staci uvedomit vztah medzi zdpisom n a n — 1 v dvojkovej sustave.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
Vo vsetkych ndvodnych tlohéach sa zaoberame wipravou zo sutaznej tlohy.

N1. Pre ktoré jednociferné ¢islo je nutné spravit najvicsi pocet jeho tUprav, kym ziskame
&islo 1?7 O kolko tprav pojde? [Cislo 9, sedem tiprav.]

N2. Najdite najmensie prirodzené &islo, pre ktoré je nutné spravit 8, resp. 9 jeho tuprav,
kym ziskame ¢&islo 1. [Cislo 18, resp. &islo 17.]

N3. Urcte vSetky prirodzené Cisla, s ktorymi je nutné spravit pat aprav, kym ziskame
¢islo 1. [Cisla 5, 12, 14, 15 a 32. Vypisujte vetky mozné postupy uprav ,odzadu“, t.j.
od konecného cisla 1 k vychodiskovému c¢islu. Pre dany pocet piatich aprav su tieto
moznosti: 1 +— 244+ 3+ 6+ 5,14 2436 12,1+ 2+ 4+ 8«
— 7+ 14,1+ 2+ 44+ 8+ 16+ 15,1+ 2+ 4+ 8+ 16 + 32]

N4. Pre lubovolné prirodzené &isla k a p dokdzte: Ak sa vSetky prirodzené ¢isla neprevy-
Sujice hodnotu k£ zmenia po nanajvys p upravach na c¢islo 1, tak na to isté pre cisla
neprevysujuce hodnotu 2k — 1 sta¢i nanajvys p 4+ 2 Gprav. [Rozliste, ¢i je dané ¢islo n,
n < 2k — 1, parne alebo neparne — v prvom pripade sta¢i nanajvys p + 1, v druhom
nanajvys p + 2 Gprav.]

D1. Nech [ je pevné nepérne &islo vicsie ako 1. Upravou prirodzeného éisla nazveme nasle-
dujicu operaciu: ak je ¢islo parne, vydelime ho dvoma; ak je neparne, pric¢itame k nemu
dané ¢islo 1. Dokazte, Zze z lubovolného prirodzeného ¢isla dostaneme po niekolkych
upravéch ¢islo, ktoré neprevysuje ¢islo [, pritom vSetky dalsie ¢isla neprevysujua ¢islo 21
a periodicky sa opakuju. Na priklade | = 7 sa presvedcte, ze zrejmé opakovanie | —
— 2l — | — ... nie je jediné mozné. [Vyuzite nasledujice poznatky: Parne &islo sa po
jednej aprave zmensi. Neparne ¢islo vicsie ako [ sa zmensi po dvoch tpravach. Neparne
takze po druhej tiprave sa opif zmensi na &islo neprevysujtce [. Cisla sa periodicky
zacyklia, akonahle sa v priebehu tprav objavi niektoré ¢islo po druhy raz. Pre [ = 7
existuju okrem 7 — 14 — 7 eSte dva dalSie cykly 1 -8 -4 — 2 — 1,3 — 10 —
— 5 — 12 — 6 — 3 (kedZe sme vypisali vSetky ¢isla od 1 do 7, ziadne dalsie cykly
neexistuja).]

4. Pre nezdporné redlne ¢isla a, b plati a®> +b% = 1. Urcte najmensiu aj najuicsiu mozni
hodnotu vyrazu
at+bt+ab+1

V= a-+b

(Patrik Bak, Jaromir Simsa)

Riesenie. Vsimnime si na tvod, Ze vyraz V mé za danych podmienok na disla a, b
vzdy zmysel, lebo rovnost a? 4+ b?> = 1 vyluéuje moznost a = b = 0, a tak je stdet
nezapornych ¢isel a, b rézny od nuly (¢ize kladny).
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Uréenie minima. Zo vieobecne platnej nerovnosti (a — b)? = 0 v naSej situdcii
mame 2ab < a? +b? = 1, a teda 0 < ab < 1/2. Okrem toho nerovnost 2ab < 1 spolu
s rovnostou (a+b)? = 142ab vedie k odhadom 1 < (a+b)? < 2, z ktorych po odmocnent
dostaneme 1 < a + b < /2. Preto plati

2 | 1232 272
(a®+0%)* —2a°b"+ab+1 2+4ab(l—2ab) 2 _ 2 _ 3

V= = 2 =
a+b a+b _a—l—b_\/_

pritom rovnost V = /2 ako vidno nastane prave vtedy, ked 2ab = 1 (¢ize a = b, ako
vyplyva z tivodnej vety tohto odseku) a zéroveii a + b = v/2, teda jedine pre a = b =
=12

5V 2.

Urcenie mazima. Vdaka predpokladu a? 4+ b = 1 plati

v (a+0b)(a®+b°) —abla® +b*) +ab+1  (a+0b)(a® +b%)+1
B a+b B a+b
5 1 1
=a* 4+ + —— =<1+ =2,
a+b 1

lebo kvéli rovnosti a? + b%> = 1 musi platit 0 < a <1 a 0 < b < 1, odkial vyplyvajt
odhady a3 < a? < a, resp. b3 < b? < b, po ktorych séitani dostaneme

A+ <+ <a+b, ¢Cize a®+b3<1Z<a+b.

Rovnost V' = 2 nastane prave vtedy, ked oba sucéty a® + b3, a + b st (rovnako ako stcet
a? + b?) rovné 1, teda v pripadoch, ked {a, b} = {0, 1}.
Odpoved. Minimélna hodnota vjrazu V je v/2, jeho maximélna hodnota je 2.

Iné rieSenie. Ukazeme iny postup, ako dokazat nerovnosti v/2 < V < 2 (Ze s obe
rovnosti dosiahnutelné, uz preverovat nebudeme). Tak ako v prvom rieSeni vyuzijeme
rovnost a? + b? = 1 na tpravu ditatela zadaného zlomku, konkrétne

a* +b*+ab+1=(a®+1*)? —2a%0* +ab+ 1 =2+ ab(1 — 2ab),

a dvojicu nerovnosti, ktoré chceme dokazat, ekvivalentne upravime:

2 + ab(1 — 2ab)
V2s a+b
V2(a+b) £ 2+ ab(1 — 2ab) < 2(
2(a+b)? < (24 ab(1 — 2ab))” <
)’

2(1 4 2ab) < (2 + ab(1 — 2ab))” <

A

27 | ’ (a’ + b)a
a+b), [
4(a + b
41+ 2ab)
Maéame teda dokazat odhady 2 + 4ab < W < 4 + 8ab, pricom

W = (2+ ab(1 — 2ab))” = 4 + 4ab(1 — 2ab) + a®b*(1 — 2ab)>.

Dolny odhad 2 + 4ab < W dostaneme, ked rovnako ako v prvom rieseni odvodime
nerovnost 2ab < 1; vdaka nej potom totiz plati 2 + 4ab < 4 < W.
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Horny odhad W < 4+ 8ab po dosadeni rozvoja pre W dalej ekvivalentne upravime
(za predpokladu, Ze obe ¢isla a, b st kladné, inak je totiz nutne {a,b} = {0,1} a potom,
ako vieme, nastava rovnost V =2, a teda aj W = 4):

4+ 4ab(1 — 2ab) + a*b*(1 — 2ab)®> < 4+ 8ab, |—4
4ab(1 — 2ab) + a®b*(1 — 2ab)? < 8ab, | : ab
4(1 — 2ab) + ab(1 — 2ab)?® < 8.

Lavéa strana poslednej nerovnosti je vSak vdaka odhadom 0 < ab < % dokonca mensia
ako ¢islo 4 + % Tym je dokaz oboch nerovnosti v/2 < V < 2 ukondeny.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

V tlohach N1-N4 aj D1 st a, b nezaporné &isla, pre ktoré plati a® 4 b2 = 1.

N1. Najdite najmensiu aj najvacsiu moznt hodnotu ako sacinu ab, tak suctu a + b.
[min(ab) = 0, max(ab) = 1/2, min(a + b) = 1, max(a + b) = /2. Vyuzite nerovnost
(a —b)%2 > 0 a rovnost (a + b)% =1 + 2ab.]

N2. Dokazte, ze sucet a* + b* + ab + 1 zavisi iba od stéinu ab. [Sti¢et mozno upravif na
tvar 2 4+ ab(1 — 2ab).]

N3. Vyjadrite, o ¢o sa vyraz V = (a* +b* + ab+1)/(a + b) zo sutaznej tlohy lisi od stétu
a® +b3. [V —(a®+b%) =1/(a+)]

N4. Dokéazte rovnost max(a® 4+ b%) = 1. [Vyuzite nerovnosti a® < a2 a b3 < b2 )]

D1. N&jdite najvi¢siu moznt hodnotu podielu P = ab/(a + b). [max P = \/2/4. Vyuzite
rovnost 2P = (a + b) — 1/(a + b) a fakt, ze max(a + b) = v/2 (tloha N1).]

D2. Dokazte, ze pre kazdé kladné redlne cislo t platia nerovnosti

t24+1
0= +1 —Vt<|t—1). [67-B-1-2]

D3. Najdite vsetky kladné realne cisla t také, ze pre Tubovolné nezaporné redlne c¢islo x

plati nerovnost
t T

<1 67-B-1I-2
z+2 + tx+1) — | ]

D4. Uréte vietky realne &isla r také, ze nerovnost a3 + ab + b2 > a2 + b? plati pre vetky

D5. Dokézte, ze pre vietky kladné realne &isla a < b < ¢ plati

1 1 1
(—a+b+c) (— +o+ f) = 3. [66-C-11-4]
a

C

D6. Pre kladné redlne &isla a, b, ¢ plati ¢ + ab = a2 + b2. Dokézte, ze potom plati aj
c® + ab < ac + be. [63-C-11-3]
D7. Nech a, b, c st realne c¢isla, ktorych stucet je 6. Dokazte, ze aspon jedno z Cisel ab + b,

5. Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, v ktorom AD 1 BD. Oznacme M priesec-
nik jeho uhlopriecok a zostrojme kolmy priemet P bodu M na priamku AB a kolmy
priemet () bodu B na priamku AC. Dokadzte, Ze bod M je stredom kruznice vpisanej
trojuholniku PQD. (Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

RieSenie. Poznamenajme najskor, ze vdaka pravouhlému trojuholniku ADM je uhol
BMA tupy. Uhly BAM, ABM st teda ostré, takze kolmy priemet P bodu M padne
dovnitra strany AB, zatial ¢o kolmy priemet Q bodu B padne na polpriamku opac¢nii
k polpriamke M A (obr.2, v ktorom vystac¢ime iba s naznacenou uhloprieckou AC,
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lebo vrcholu C' sa dokazované tvrdenie netyka — moéze nim dokonca byt aj vnutorny
bod tsecky M Q). V takto upresnenej situécii objavime vdaka Télesovej vete hned tri
tetivové Stvoruholniky: prvym je Stvoruholnik ABQ D, ktorému mozno opisat Téalesovu
kruznicu s priemerom AB a vnitri ktorého nutne lezi aj bod M, a dalsimi dvoma st
APMD a BPMQ. V obrazku su zaroven vyznacené zhodné obvodové uhly. Jednym
obluc¢ikom zhodné uhly nad tetivou D@ v stvoruholniku ABQD a s nimi zhodny nad
tetivou DM v stvoruholniku APM D, ako aj druhy nad tetivou M@ v stvoruholniku
BPM(@. Dvoma oblu¢ikmi potom zhodné uhly nad tetivou BQ opit v Stvoruholniku
ABQD a s nimi zhodny nad tetivou M P v stvoruholniku APM D.

Obr. 2

Vysledkom je, Ze v trojuholniku PQD plati |[{DPM| = |£QPM]| a |{PDM| =
= |AQDM]|, teda bod M je priese¢nikom dvoch osi vnatornych uhlov trojuhol-
nika PQD, ¢o je vlastnost, ktortt mé prave stred jeho vpisanej kruznice.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Pripomente si Talesovu vetu a vseobecnej$i poznatok o obvodovych a stredovych
uhloch v danej kruznici.

N2. V stutaznej tlohe objavte tri §tvorice pomenovanych bodov, ktoré lezia vzdy na jednej
kruznici.

D1. V rovine je dany rovnobeznik ABC D, ktorého uhlopriecka BD je kolma na stranu AD.
Ozna¢me M (M # A) prieseénik priamky AC s kruznicou majicou priemer AD.
Dokazte, ze os Use¢ky BM prechddza stredom strany C'D. [57-B-II-3]

D2. Dany je stvorec ABCD. Na kratsom obluiku AB jemu opisanej kruZnice zvolime
bod X. Priese¢nik tusecky XC so stranou AB ozna¢me Y a priesecnik tsecky XD
s uhloprieckou AC' ozna¢me Z. Dokazte, ze YZ 1 AC. [Najdite skryta Stvoricu bodov,
ktoré lezia na jednej kruznici.]

D3. Pomocou poditania velkosti uhlov dokéazte, ze vysky v ostrouhlom trojuholniku ABC
sa pretinaji v jednom bode. [Ozna¢me postupne D a E pity vysok z vrcholov A
a B, dalej P priese¢nik use¢ick AD a BE a X prieseénik CP a AB. Dokazeme, Ze
priamka CP je kolmé na AB. Stvoruholniky ABDE a CDPE st tetivové, pretoze ich
vrcholy lezia na Talesovych kruzniciach s priemermi AB a C'P. Preto uhly BAD, BED,
PCD maju véetky rovnaku velkost 90° — |£ ABC|. Uhol C X B, ktory dopoéitame zo
zndmych velkosti zvySnych uhlov v trojuholniku CX B, je teda pravy.]

6. Konecnu mnozinu prirodzenych cisel nazveme peknd, ak na vypis tychto cisel v desiat-
kovej sustave potrebujeme pdrny pocet kazdej zo zastupenych cifier. Peknymi mnoZinami
st napriklad {11,13,31}, {10,100,110} a tieZ prazdna mnozina. Uréte, kolko je vietkych
peknych podmnozin mnoZiny {1,2,...,2018}. (Patrik Bak)

RieSenie. Mnozinu M = {1,2,...,2018} zo zadania rozdelime na dve ¢asti
A=1{1,2,...,9,10}, B=1{11,12,...,2018}

a ukézeme, ze hladany pocet vSetkych peknych podmnozin mnoziny M je rovny poc¢tu
vSetkych podmnozin mnoziny B (vratane prazdnej mnoziny). KedZe mnozina B ma
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2018 — 10 = 2008 prvkov, bude tento podet rovny &slu 22998 lebo vSeobecne kazd4 n-
-prvkové mnozina mé prave 2" podmnozin (stac¢i uplatnit pravidlo st¢inu na skuto¢nost,
Ze pre kazdy z n prvkov mame dve moznosti: bud ho do kon$truovanej podmnoziny
zahrnit, alebo nie).

Uvodné tvrdenie overime, ked ukazeme, ze kazda pekna podmnozina P danej mno-
Ziny M je jednoznacne uréend svojou ¢astou leziacou v B, teda mnozinou Q = PNB, a Ze
naopak ku kazdej mnozine Q C B sa najde pekna mnozina P C M, pre ktora Q = PNB.
Bude to znamenat, Ze medzi mnozinou vSetkych peknych podmnozin M a mnoZinou
vSetkych podmnozin B existuje bijekcia (navzajom jednoznac¢né zobrazenie), takze obe
mnoziny maja rovnaky pocet prvkov.

OpiSme teda, ako mozno ktorukolvek pevne zvolent pekni mnozinu P C M
jednoznacne rekonstruovat podla jej éasti @ = P N B, t.]j. uréit jej druhu cast P N A.
Inymi slovami, podla zndmej mnoziny @ méme rozhodnit, ktoré z najmensich ¢isel
tvoriacich mnozinu A do peknej mnoziny P patri a ktoré nie. Jednoducho to zistime
pre kazdu z cifier ¢ € {2,3,...,9}: kedZe pocet vyskytov cifry ¢ v zapise vSetkych ¢isel
z P je péarny, ¢islo ¢ do P patri prave vtedy, ked je pocet cifier ¢ v zapise vSetkych
Cisel z Casti Q neparny (lebo uvedené dva poéty sa mozu lisif nanajvys o 1). Rovnakou
uvahou o poéte nul moézeme rozhodnit, ¢i do mnoziny P patri ¢islo 10. Majuc tato
informéciu o ¢isle 10, mozeme uéinit (podla poctu jednotiek) aj posledné rozhodnutie,
a to ¢i v P lezi ¢islo 1. Tym je rekonstrukcia celej mnoziny P hotova.

Postup z predchadzajiceho odseku mézeme zrejme cely tspesne uplatnit na lubo-
volnej podmnozine Q mnoziny B (bez toho, aby sme dopredu vedeli, Ze doty¢na pekna
mnozina P existuje, takZe namiesto o rekonstrukciu pdjde o jej konstrukciu). Zostavime
tak pekni mnozinu P C M, ktord vznikne z mnoziny @ pridanim niektorych (vyssie
presne urcenych) ¢isel z A a pre ktort bude platit rovnost Q@ = PN B, ako sme si zelali.
Tym je rieSenie celej llohy ukoncené.

Odpoved. Hladany pocet peknych podmnozin je 22008
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
Vo vsetkych tlohéch sa jednd o pekné mnoziny v zmysle sttaznej tlohy.
N1. Neznédma peknd mnozina P obsahuje prave tieto viacciferné ¢isla: 13, 21, 34, 55, 89.
Najdite vsetky jednociferné &isla, ktoré patria do P. [Prave ¢isla 2, 4, 8 a 9, kazda
z ostatnych cifier je totiz v danych piatich dvojcifernych ¢islach zastipend v parnom

pocte exemplédrov.]
N2. Kolko peknych podmnozin m4 mnozina

{1,2,3,11,22,33,111, 222, 333}?

[43 = 64. Kazda z troch danych trojic ¢isel ¢, ¢, ccc ma v peknej mnozine Styri mozné
zastupenia: (), {cc}, {c, ccc} alebo {c,cc, ccc}. Iné riesenie: kazda z dotyénych peknych
mnozin je uréend svojimi viaccifernymi éislami, ktoré mézu spolu vytvorit Tubovolnt
z 26 podmnozin mnoziny {11,22,33, 111, 222, 333}.]

N3. Ktorymi koneénymi mnozinami @ viaccifernych éisel moézeme nahradif mnozinu
{13,21,34,55,89} v zadani N1 tak, aby tloha mala rieSenie? [V zépisoch vsetkych
¢isel z @ musi byt cifra 0 zastipend v parnom pocte, a to je jedind podmienka na Q,
lebo podla parit poc¢tov zastipeni ostatnych cifier 1 az 9 potom uréime, ktoré z cisel
1 az 9 do uvedenej peknej mnoziny budi patrit a ktoré nie.]

N4. Kolko peknych podmnozin mé mnozina

{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}?

[32. Dvojciferné ¢isla z kazdej doty¢énej peknej mnoziny mézu tvorif lubovolni z 2° pod-
mnozin péatprvkovej mnoziny {11,13,15,17,19}.]
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N5. Kolko peknych podmnozin m4 mnozina

{1,2,3,10,11,12,13, 20, 21, 22, 23,30} ?

[256. Cisla vdésie ako 10 z kazdej dotyénej peknej mnoziny mozu tvorit Tubovolnt
z 28 podmnozin osemprvkovej mnoziny

{11,12,13,20, 21, 22, 23, 30}.

(Cislo 10 bude patrit do peknej podmnoziny vtedy a len vtedy, ked tam bude patrit
prave jedno z ¢isel 20 a 30.)]

Slovenska komisia MO, KMANM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Autori: Patrik Bak, Vojtech Bélint, Pavel Calabek, Sarka Gergelitsova, Karel Horék,
Radek Horensky, Tomas Jurik, Ales Kobza, Jan Mazdk, Peter Novotny, Martin

Panak, Michal Rolinek, Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek, Josef Tkadlec, Jaroslav
Zhouf

Recenzenti: Patrik Bak, Vojtech Balint, Tomas Jurik, Jan Mazak, Peter Novotny
Redakéna tprava:  Patrik Bak, Peter Novotny
Vydal: IUVENTA - Slovensky institat mladdeze, Bratislava 2018



