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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tloh domaceho kola kategorie C

1. Nezname cislo je delitelné prave styrmi cislami z mnoZiny {6,15,20,21,70}. Urcte,
ktorymi. (Michal Rolinek)

RiesSenie. Ak by medzi hladanymi Styrmi ¢islami boli sti¢asne ¢isla 20 aj 21, bolo by
nezname ¢islo ndsobkom troch, Styroch, piatich a siedmich, a teda by bolo delitelné
aj Cislami 6, 15, 70, ¢o odporuje poziadavkam tlohy. Do hladanej Stvorice tak jedno
z Cisel 20, 21 nepatri, a preto tam patria vSetky tri cisla 6, 15, 70. Kazdy spoloc¢ny
nasobok ¢isel 6 a 70 je delitelny ako tromi, tak siedmimi, a teda aj ¢islom 21. Preto je
Stvrtym hladanym ¢islom éislo 21.

Hladanymi $tyrmi ¢islami sa ¢isla 6, 15, 21, 70. Ich najmensi spoloény nasobok
je 210, ¢o je ¢islo, ktoré nie je delitelné zvySnym ¢islom 20. (Nezndmym ¢islom tak
moze byt aj ubovolny nasobok 2101, pricom [ je nepéarne.) Tym je tloha vyrieSena.

Pozndmka. Ulohu mozno riesif systematicky tak, Ze najskor vypiSeme vsetkych pat
stvorprvkovych podmnozin, teda mnoziny

A ={15,20,21,70}, B ={6,20,21,70}, C = {6,15,21,70},
D = {6,15,20,70}, E = {6,15,20,21},

a zistime, ktora z nich moéze spliiaf podmienky tlohy, teda Ze existuje ¢islo N, medzi
ktorého delitele patria vSetky Styri prvky uvazovanej mnoziny, zatial ¢o vynechané piate
¢islo jeho delitelom nie je. Tak vSetky mnoziny okrem C postupne vyla¢ime, napriklad
mnozinu A: ak je N delitelné oboma ¢islami 15 = 3-5 a 20 = 2-10, je delitelné aj ¢islom
2-3 =06, teda 6 € A, a to je spor. Podobne dojdeme k sporom 15 € B,21 € Da 70 € E.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte péf prirodzenych ¢isel, ktorych sacet je 20 a ktorych sacin je 420. [Kedze 420 =
=22.3.5-7,14+4+3+5+7 = 20 a hladané &isla, ktoré si nasobkami 5 a 7, musia byt
jednociferné (sucéet ostatnych troch &isel je asponi 6), st dve z hladanych &isel priamo
éisla 5 a 7 a zvy$né tri (nie nutne roézne) lezia v mnozine {1, 2, 3,4, 6}, pritom ich stcet
je 8 a stéin 12, takze sa jednd o trojicu 1, 3, 4.]

N2. Isté prirodzené ¢islo ma prave styri delitele, ktorych sucet je 176. Urcte toto cislo, ak
viete, ze sucet vSetkych jeho cifier je 12. [Hladané &islo n je delitelné tromi a vicsie
ako 9, preto jeho $tyrmi delitelmi st prave ¢isla 1 < 3 < n/3 < n. Z toho vychéidza
n = 129.]

D1. Dané celé ¢islo je delitelné aspon styrmi ¢islami z mnoziny {2, 3,5, 6,10, 15}. Dokézte,
ze je delitelné kazdym z nich. [VSimnime si, ze 6 =2-3,10 =25 a 15 = 3 - 5. Teda
ak je doty¢né ¢islo delitelné vSetkymi tromi éislami 2, 3 a 5, je delitelné aj vSetkymi
zvySnymi ¢islami 6, 10 a 15. V opacnom pripade by bolo delitelné nanajvys dvoma
z Cisel 2, 3 a 5, a preto aspon dvoma z cisel 6, 10 a 15, a teda aj kazdym z prvocisel 2,
3 ab, ato je spor.]

2. Na strane AB trojuholnika ABC' si dané body D a E tak, Ze |AD| = |DE| = |EB].
Body A a B su postupne stredmi useciek CF a CG. Priamka CD pretina priamku F'B
v bode I a priamka CE pretina priamku AG v bode J. Dokdzte, Ze priesecnik priamok
Al a BJ lezi na priamke FG. (Pavel Calabek)

Riesenie. Rovnost |AD| = |DE| znamena, ze bod D je stred usecky AE. Rovnako je
bod FE stredom BD, a kedze body D a E lezia vnutri tsecky AB, delia ju na tretiny
(obr.1).




Obr. 1

Vzhladom na to, ze bod D deli taznicu BA trojuholnika BC'F v dvoch tretinéch,
je jeho faziskom. Usecka CIT je teda taznicou trojuholnika BCF a bod I je stredom
jeho strany BF'. Usecka AI je teda strednou prieckou trojuholnika BC'F, ¢ize AT | BC,
a preto priamka Al prechadza stredom strany F'G trojuholnika CF'G.

Podobne vidime, ze bod E je taziskom trojuholnika CAG, takze CJ je jeho taznicou
a J je stredom jeho strany AG, a preto aj priamka BJ rovnobezna s F'C' prechadza
stredom tusecky F'G. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech K, L, M, N st postupne stredy stran AB, BC', CD, DA stvoruholnika ABCD.
Dokazte, ze KLM N je rovnobeznik (tzv. Varignonov rovnobeznik). [Vyuzite vliastnosti
strednej priecky v trojuholniku: tsecky KL a M N st strednymi prieckami postupne
v trojuholnikoch ABC a CDA.]

N2. Nech D je stred strany AB trojuholnika ABC a E bod jeho strany AC, pre ktory
plati |AE| = 2|CE|. Oznaéme F prieseénik priamok BFE a CD. Dokazte, ze plati
|BE| = 4|EF|. [Oznaéme M stred usetky AE. Usetka EF je strednou prieckou
v trojuholniku CM D a tGsec¢ka M D je strednou prieckou v trojuholniku ABE.]

D1. Nech E, F st postupne stredy stran AB, CD konvexného $tvoruholnika ABCD.
Dokazte, ze plati |BC| + |AD| 2 2|EF)|. [Uvazujte stred M uhlopriecky AC a tsecky
EM a FM, ktoré su strednymi prieckami v trojuholnikoch ABC a ACD.]

3. Nech a, b, ¢ su kladné redlne cisla, ktorych sucet je 3, a kazZde z nich je nanajvys 2.
Dokazte, zZe plati nerovnost

a? +b% + ¢ + 3abe < 9.
(Patrik Bak)

RieSenie. Pre uvazované kladné reéalne ¢isla a, b, ¢ vzhladom na predpoklady tlohy
plati
a? +b* +c?+2ab+2bc+2ca=(a+b+c)*=3*=09.

Sta¢i teda dokéazat, Zze je splnend nerovnost 2ab + 2bc + 2ca > 3abc. T4 je vSak
ekvivalentna s nerovnostou

ab(2 —¢) + be(2 —a) + ca(2 —b) > 0,
ktora evidentne plati pre vSetky kladné redlne ¢isla a, b, ¢, ktoré nie su vicsie ako 2

a zaroven nemdzu byt (vzhladom na podmienku a + b + ¢ = 3) v8etky rovné 2. Tym je
dokaz ukonceny.



Poznamka. Kedze ziadne z danych kladnych ¢isel a, b, ¢ neprevySuje ¢islo 2, platia
zrejme nerovnosti a? < 2a, b2 < 2b a ¢ < 2¢. Ich séitanim dostaneme nerovnost

a>+ b+ <2a+b+c)=2-3=6,

pritom rovnost je vylucend, lebo by muselo platit « = b = ¢ = 2, ¢o odporuje
predpokladu a + b + ¢ = 3. Preto na dokaz nerovnosti zo zéveru sutaznej tlohy staci
overit odhad 3abc £ 9 — 6, ¢ize abc < 1, ktory je vSak okamzitym dosledkom nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom

m< CL+b+C
p— 3 M

Téato nerovnost, ako je zname, plati vSeobecne pre fubovolni trojicu nezapornych ¢isel a,
b, ¢, pritom rovnost nastane jedine v pripade a = b = ¢. (V zadanej ulohe je aritmeticky
priemer ¢isel a, b, ¢ rovny 1, takZe plati Vabe < 1, &ize abe < 1.)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Pre realne &isla a, b, ¢ so su¢tom 3 plati navyse a2 + b2 + ¢2 = 5. Aké hodnoty moze
nadobudat vyraz ab+ bc+ ca? [Kedze (a + b+ c)? = a? + b2 + ¢ + 2(ab + bc + ca), je
nutne ab + bc + ca = 2. Hodnota je dosiahnutelna vdaka trojici (2,1,0).]

N2. Nezaporné realne &isla a, b, ¢ st vietky nanajvys rovné 1. Dokazte, Ze 3abc < a+b-+c.
Kedy nastane rovnost? [Upravime na a(l — bc) + b(1 — ac) + ¢(1 — ab) = 0, vyrazy
v zatvorkidch st nezdporné. Rovnost nastane prave vtedy, ked bud a = b = ¢ = 0,
aleboa=b=c=1|]

D1. Dokazte, ze pre redlne &isla a, b, ¢ plati a® + b% + ¢ 2> ab + be + ca. Kedy nastane
rovnost? [Nerovnost je ekvivalentnd s (a — b)2 + (b — ¢)? + (c — a)? = 0, ktora uréite
plati. Rovnost nastane jedine v pripade a = b = c.]

D2. Reélne é&isla a, b, c maji stcéet 3. Dokéazte, e 3 = ab + bc + ca. Kedy nastane rovnost?
[Vyplyva z rovnosti 9 = (a + b + ¢)?2 = a? + b% + ¢ + 2(ab + bc + ca) a z predoslej
tlohy. Rovnost nastane jedine v pripade a =b=c=1]

D3. Dokézte, ze pre lubovolné redlne éisla z, y, z plati nerovnost

22 +5y% + 422 > dy(z + 2)

a zistite, kedy nastane rovnost. [Anulujte prav( stranu danej nerovnosti a upravte ju
nésledne na tvar (z2 — 4xy + 4y?) + (y? — 4yz + 422) 2 0, pricom na lavej strane
je nezaporny sucet (z — 2y)? + (y — 22)2. Rovnost tu nastane prave vtedy, ked plati
(z,y, 2) = (4c, 2¢, ¢), pricom c je Iubovolné reélne éislo.]

D4. Nech a, b, ¢ st dlzky stran trojuholnika. Dokazte, Ze plati nerovnost

3a? + 2bc > 2ab + 2ac.

[Danti nerovnost upravte na tvar a — (b—c)2 + (a—b)2 + (a —c)? > 0 a rozdiel prvych
dvoch druhych mocnin nahradte prislusnym stéinom.]

4. Kazdé policko tabulky 2 x 13 ofarbime prave jednou zo Styroch farieb. Kolkymi
sposobmi to mozno spravit tak, aby Ziadne dve susedn€ policka neboli ofarbené rovnakou
farbou? (Za susedné povaZujeme prdve tie policka tabulky, ktoré maji spoloéni stranu.)

(Jaroslav Svréek)

RieSenie. Poli¢ka prvého stlpca tabulky moézeme za danych podmienok ofarbif prave
4.3 = 12 sposobmi. Susedny stipec potom mozno podla zadania tlohy ofarbif prave
32 — 2 spdsobmi, lebo kazdé policko v fiom mézeme vzhladom na susedny stipec ofarbif
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jednou z troch zvysnych farieb, od vysledného poétu 32 moznosti vsak musime odéitat
oba pripady, ked by sme v tomto stlpci dostali pod sebou dve rovnako ofarbené policka
(jedn4 sa prave o tie dve farby, ktoré neboli pouzité v prvom stipci).

Analogicky mozeme pokracovat v postupnom ofarbovani dalsich stipcov, pri¢om
pri kazdom z nich mame opit vzdy 32 — 2 moznosti. Poéty moznosti pre jednotlivé
stipce nakoniec medzi sebou vynasobime, aby sme dostali hladany pocet sposobov
vyhovujucich ofarbeni celej tabulky.

Zdver. Celkovo existuje 12- (32 —2)1371 = 12712 moZnosti pre ofarbenie poli¢ok tabulky
2 x 13 pozadovanym spdsobom.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. Kolkymi spésobmi mozno ofarbit policka tabulky 2 x 3 dvoma roéznymi farbami tak,
ze kazdé policko je ofarbené jednou farbou? [Pre kazdé policko tabulky existuji vzdy
2 moznosti ofarbenia, pre celti tabulku mame teda 26 = 64 moznosti.]

N2. Kazdé policko tabulky 13 x 13 ofarbime prave jednou z dvoch farieb. Kolkymi spdsobmi
to mozno spravit tak, aby ziadne dve susedné policka neboli ofarbené rovnakou farbou?
[2 mozZnosti.

N3. Kazdé policko tabulky 2 x 2 ofarbime prave jednou z troch farieb. Kolkymi spésobmi to
mozno spravit tak, aby ziadne dve susedné policka neboli ofarbené rovnakou farbou?
[Pre ofarbenie prvych dvoch susednych poli¢ok mame 6 moznosti, pre zvysné policka
potom uz iba tri moznosti, celkom 6 - 3 = 18 moznosti.]

D1. Urcte, kolkymi spdésobmi mozno ofarbit policka tabulky 3 X 3 tromi réznymi farbami
(kazdé policko prave jednou farbou) tak, aby v kazdom riadku a kazdom stipci boli
pouzité vsetky tri farby. [Existuje 12 moznosti. Prvy stipec ofarbime celkom 3 -2 =
= 6 sposobmi, pre druhy stipec mame vzhladom na podmienky tlohy iba 2 moznosti.
Ofarbenie poli¢ok posledného, treticho stipca je tym uz jednoznacéne uréené. Celkovo
tak mame 3 -2 -2 = 12 moznosti.]

5. Nech a, 3, v, 9, €, ©, ¥, w st postupne velkosti vnitorniych uhlov pri vrcholoch A,
B,C, D, E, F, G, H konvexného osemuholnika ABCDEFGH, v ktorom plati

a+fB=7+0=¢c+ ¢ =19+ w.

Oznacéme dalej K, L, M, N postupne stredy uhlopriecok AD, CF, EH, GB. DokdZte,
Ze priamky KM a LN si navzdjom kolmé. (Josef Tkadlec)

Riesenie. Sucet velkosti vSetkych vnatornych uhlov konvexného osemuholnika je
6 - 180° = 1 080°, takze kazdy zo stuctov Styroch dvojic susednych uhlov zo zadania tlohy
je rovny 1080° : 4 = 270°, €o zaroven znamend, ze vSetkych osem vnutornych uhlov je
tupych. Oznac¢me postupne P, (, R a S priesecniky dvojic priamok stran susediacich
so stranami AB, CD, EF a GH (obr.2). Potom plati |[{APB]| = 180° — (180° — «) —
— (180° — ) = (a + B) — 180° = 90°, takze priamky BC a AH st na seba kolmé.
Podobne dokézeme, ze BC' 1. DE, ED 1 FG a aj FG 1. AH. Priese¢niky priamok, na
ktorych lezia strany AH, BC, DE a F'G, teda tvoria vrcholy pravouholnika PQRS.
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Obr. 2

Body K a M st teda stredmi prieok AD a FH (K # M) pasu ohranic¢eného
rovnobezkami PS a QR, a preto lezia na jeho osi. Podobne body L a N (L # N) st
stredmi priecok C'F' a GB, a lezia tak na osi pasu ohrani¢eného rovnobezkami PQ a RS.

Vzhladom na to, Ze osi oboch pasov st na seba kolmé, st na seba kolmé aj priamky
KM a LN, ¢o sme mali dokézat.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Pre Iubovolné prirodzené n = 3 odvodte vzorec pre sucet s, velkosti vetkych vnutor-
nych uhlov konvexného n-uholnika. [s, = (n — 2) - 180°]

N2. V rovine je dany konvexny Sestuholnik ABCDEF so zhodnymi vnutornymi uhlami.
Dokézte, ze osi jeho stran AB, CD a EF sa pretinaju v jednom spoloénom bode.
[Priese¢niky priamok BC, DE a F'A tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika. Osi
jeho vnutornych uhlov st totozné s osami useciek AB, CD a EF.]

N3. V rovine je dany konvexny pidtuholnik ABCDE so zhodnymi vnitornymi uhlami.
Dokazte, ze osi jeho stran BC, EA a os vnutorného uhla pri vrchole D sa pretinaju
v jednom spolo¢nom bode. [Prieseéniky priamok AB, CD a DFE tvoria vrcholy rovnora-
menného trojuholnika s hlavnym vrcholom D. Osi vnatornych uhlov pri jeho zdkladni
su totozné s osami useciek BC a EA.]

6. Najdite vsetky trojciferné cisla n s tromi roznymi nenulovymi ciframi, ktoré su
delitelné sictom vsetkijch troch dvojcifernijch cisel, ktoré dostaneme, ked v povodnom
cisle vyskrtneme vidy jednu cifru. (Jaromir Simsa)

RieSenie. Hladame trojciferné ¢isla n = abe = 100a+ 10b+c, ktoré st delitelné stétom
be +ac + ab = (10b + ¢) + (10a + ¢) + (10a + b) = 20a + 11b + 2c,

pricom {a,b,c} je trojprvkova podmnozina mnoziny {1,2,...,9}. To nastane prave
vtedy, ked existuje prirodzené ¢islo k také, ze

100a + 10b + ¢ = k(20a + 11b + 2c¢),

(100 — 20k)a = (11k — 10)b + (2k — 1)c. (1)

Kedze prava strana poslednej rovnice je kladna, musi (vzhladom na tvar Tavej strany)
platit k& < 4. Mozné hodnoty k teraz preskimame jednotlivo.
> k = 1. Z (1) méme rovnicu 80a = b + ¢, ktord nem4 rieSenie, lebo 80a = 80
ab+c<17.
> k = 2.7 (1) dostaneme rovnicu 60a = 12b+ 3¢, ¢ize 20a = 4b+c. Kedze 4b+c¢ < 44,
je a < 2. NavySe z rovnice vyplyva, Ze ¢islo ¢ musi byt ndsobkom Styroch, teda
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¢ € {4, 8}, ¢o v oboch pripadoch a = 1, a = 2 vyhodne vyuZijeme.
Pre a = 1 mame 20 = 4b + ¢ s jedinou vyhovujicou dvojicou roznych cifier b = 3,
c = 8, ktorej zodpoveda n = 138.
Pre a = 2 mame 40 = 4b + ¢ s jedinou vyhovujicou dvojicou réznych cifier b = 9,
c = 4, ktorej zodpoveda n = 294.

> k = 3. Z (1) mame rovnicu 40a = 23b + 5¢. Podla delitelnosti piatimi méze byt
jedine b = 5. Dostaneme tak 40a = 23-5+5c¢, Cize 8a = 23+c s dvoma vyhovujicimi
dvojicami (a,c) rovnymi (3,1) a (4,9), ktorym zodpovedaju dve hladané n, a to
n = 351 an = 459.

> k =4.Z (1) dostaneme rovnicu 20a = 34b + Te, ¢ize 20(a — b) = 7(2b + ¢). Kedze
¢isla 20 a 7 st nesudelitelné a prava strana je kladné, musi byt a —b kladny nasobok
siedmich, takze a — b = 7 a 2b + ¢ = 20. Také ststava nem4 riesSenie, lebo podla
prvej rovnice je b < 2, a teda 2b +c¢ <4+ 9 = 13.

Zaver. Danej tlohe vyhovuju styri trojciferné cisla, a to 138, 294, 351 a 459.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Uréte vsetky trojciferné &isla, ktoré st jedenastkrat vicsie ako ich ciferny sucet. [198,
z rovnosti 100a + 100 + ¢ = 11(a 4+ b + ¢) upravenej na tvar 89a = b + 10c vyplyva
a=1, takze b=9 a c = 8]

Urcte vSetky trojciferné cisla, ktoré st sedemkrat vicsie ako dvojciferné cislo, ktoré
vznikne z daného ¢&isla vyskrtnutim jeho prostrednej cifry. [105, z rovnosti 100a+ 106+
+ ¢ = 7(10a + ¢) upravenej na tvar 5(3a 4+ b) = 3¢ vyplyva ¢ = 5.]

Najdite vSetky Stvorciferné éisla abed, pre ktoré plati abed = 20-ab+16-cd. [65—C—S—1]
N4jdite najvicsie trojciferné ¢islo, z ktorého po vyskrtnuti lubovolnej cifry dostaneme
prvodislo. [67-C—S-1] - o o

Najdite najmensie stvorciferné ¢islo abed také, ze rozdiel (ab)? — (cd)? je trojciferné
¢islo zapisané tromi rovnakymi ciframi. [67-C-I-1]
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