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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia uloh Skolského kola kategorie B

1. Na tabuli je napisane kladné celé cislo n. V jednom kroku smieme cislo z tabule
zotriet a napisat namiesto neho bud jeho dvojndsobok, alebo jeho dvojndsobok zvicseny
o 1. Pre kolko pociatocénijch c¢isel n roznych od 2019 mozZeme dosiahnut to, Ze sa po
konecne vela krokoch ¢islo 2019 na tabuli objavi? (Josef Tkadlec)

Riesenie. V jednom kroku aktudlne prirodzené ¢islo k zvic¢sime bud na parne ¢islo
m = 2k, alebo na neparne ¢islo m = 2k + 1. Podla parity nového ¢isla m tak mozeme
rekonstruovat predchadzajuce ¢islo k: bud k = m/2, alebo k = (m —1)/2 — podla toho,
¢i m je parne alebo neparne.

Nepérne ¢islo 2019 sa teda na tabuli objavi jedine po ¢isle (2019 — 1)/2 = 1009.
KedZe je to opit ¢islo neparne, po dvoch krokoch sa dostaneme k cielovému ¢islu 2019
iba z ¢isla (1009 — 1)/2 = 504. To je ¢islo parne, takze po troch krokoch dostaneme
2019 iba z ¢isla 504 : 2 = 252, atd. Cely postup urcovania vSetkych vyhovujtcich ¢isel
od konecného 2019 vedie k nasledujicemu vysledku:

2019+ 1009 <+ 504 < 252+ 126+ 63+ 31 <+ 15+ 7+ 3« 1.

(Cislo 1 je najmensie prirodzené ¢islo, takze dalej nepokracujeme.)
Odpoved. Takych pociatoénych hodnét ¢isla n je desat (s to 1, 3, 7, 15, 31, 63, 126,
252, 504 a 1009).

Iné rieSenie. Ak budeme ¢isla na tabuli zapisovat v dvojkovej ststave, spociva kazda
uprava aktudlneho ¢isla n v tom, Ze ho vobec nemusime zotierat, stac¢i len k jeho
zépisu pripisat sprava bud nulu (zmena n na 2n), alebo jednotku (zmena n na 2n + 1).
Cislo 2019 teda dostaneme po uréitom pocte krokov prave z takych &isel, ktorych
binarny zapis je tvoreny skupinou niekolkych prvych cifier bindrneho zépisu ¢isla 2 019.
Kedze 210 = 1024 < 2019 < 2048 = 2!, m4 binarny zapis ¢isla 2019 prave 11 cifier,
takze existuje celkom 10 pociatoénych ¢isel n, z ktorych po jednom ¢i viac krokoch
dostaneme ¢islo 2019. (Najmensie z tychto ¢isel je ¢islo 1, ktoré zodpoveda prvej cifre
bindrneho zapisu ¢isla 2019, na ostatnych devit ¢isel sa zadanie tlohy nepyta.)

Poznamka. Samotny zapis ¢isla 2019 v dvojkovej stistave nas nezaujima, inak ho zvy-
¢ajne hladdme prave postupnostou tprav opisanou v prvom rieSeni. Tak bindrny zapis
11111100011 ¢isla 2019 dostaneme, ked v ziskanej skupine ¢isel 1,3,7,...,1009,2019
zamenime kazdé neparne ¢islo jednotkou a kazdé parne ¢islo nulou.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za vSeobecné zdévodnenie, Ze kazdé predchidzajuce ¢islo
je urcené Cislom nasledujicim, 1 bod za najdenie vSetkych c¢isel az po jednotku a 1 bod za formulaciu
spravneho zaveru.

Vseobecny opis z prvého odseku rieSenia nie je nutny (rovnako ako zdvereénd poznamka o naj-
mensom prirodzenom déisle 1), riesitel moze spitny postup rovno zadat uréenim éisla 1009 z ¢isla 2009
a pokracovat dalej. Ak vsak pri postupnych vypoctoch éisel urobi numerickti chybu, viac ako 4 body
neudelujte. Ak urobi viac chyb, dajte nanajvys 3 body. Za riesenia, ktoré nasli 1009, ale nepokracovali
v hladani dalsich ¢isel, dajte 1 bod.

V pripade druhého riesenia dajte po 1 bode za opis spravania operacie X2 a za opis spravania
operacie X2 + 1 v dvojkovej stistave. Dalsie 2 body za vysvetlenie, ktoré ¢&isla zodpovedaji hladanym,
1 bod za najdenie poctu cifier éisla 2019 v dvojkovej sustave (bud odhadom alebo ruénym prevodom)
a napokon 1 bod za samotny zaver.



2. Najdite vsetky trojciferné c¢isla s touto vlastnostou: ak vyskrtneme v éisle jeho pro-
stredni cifru a vzniknuté dvojciferné cislo vyndsobime druhou mocninou vyskrtnutej
cifry, dostaneme opit povodné trojciferné cislo. (Tomas Jurik)

Riesenie. Trojciferné ¢islo n = abc mé pozadovant vlastnost prave vtedy, ked jeho
cifry a, b, ¢ spliiaja rovnicu

100a + 10b + ¢ = (10a + c)b*. (1)

KedZe cifra b v nej mé najzlozitejSie zastipenie, rozoberieme postupne jej mozné
hodnoty.

Najskor si vS§imneme, ze nemdze byt b € {0,1} (pre také cifry by prava strana (1)
nebola trojcifernym ¢islom). Kedze a = 1, neméze byt ani b € {5,6,7,8,9} — pre
také cifry by prava strana bola aspon 250a, zatial ¢o Tava strana (1) je vzdy mensia
ako 100a + 100 < 200a. Ostava ndm preto prebrat hodnoty b € {2,3,4}.

Pre b = 2 sa zmeni (1) na rovnicu 100a + 20 + ¢ = 40a + 4c, ¢ize 20 = 3(c —20a), ¢o
je vylucené, lebo 20 nie je ndsobkom troch (navySe ¢ — 20a < 0 vdaka tomu, ze a = 1
ac<09).

Pre b = 3 sa zmeni (1) na rovnicu 100a + 30 + ¢ = 90a + 9c¢, ¢ize 5(a + 3) = 4c,
¢o znamena, Ze c¢ je nenulova cifra delitelna piatimi, teda ¢ = 5, a tak a = 1. Nagli sme
rieSenie n = 135 (skuska nie je nutna).

Pre b = 4 sa zmeni (1) na rovnicu 100a+40+c¢ = 160a+ 16¢, ¢ize 40 = 3(20a+5¢),
¢o je vylucené, pretoze 40 nie je ndsobkom troch (navysSe je 3(20a + 5¢) = 60).
Odpoved. Vyhovuje jediné ¢islo 135.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za zostavenie rovnice, 1 bod za vyltéenie b < 1, 1 bod

za vylicenie b = 5, 1 bod za vylucenie b = 2, 1 bod za vylicenie b = 4, 1 bod za vyrieSenie b = 3
a najdenie cisla 135. V pripade netplného riesenia dajte 1 bod za uhadnutie riesenia.

3. Dand je kruznica k a jej priemer AB. Vnitri usecky AB zvolime lubovolny bod C
a potom na kruznici k vyberieme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|. Os uhla ABD
pretina kruznicu k v bode E (réznom od bodu B). Dokdzte, Ze trojuholniky AEC o CBD
st podobné. (Sdrka Gergelitsova)

Riesenie. KedZe druhy z trojuholnikov AEC a CBD je podla zadania rovnoramenny
s hlavnym vrcholom B, ukadzeme v prvej Casti rieSenia, ze aj prvy trojuholnik AEC je
rovnoramenny s hlavnym vrcholom FE.

Kedze bod FE lezi na osi uhla ABD, maja jednak oba uhly ABE a DBE rovnaku
velkost, ktorti ozna¢ime « (obr.1), jednak plati |[EC| = |ED|. Use¢ka DE je vsak
zhodna aj s useckou AF, lebo im obom ako tetivim kruznice k zodpovedaji zhodné
obvodové uhly o s vrcholom B.! Spolu dostavame, ze aj tusecky AE a C'E st zhodné.
Teda AEC je naozaj rovnoramenny trojuholnik s hlavnym vrcholom F.

! Mozno sa tiez odvolat na znamy vysledok, Zze bod E je stredom obltika AD kruZnice opisanej
trojuholniku ABD — ten sa v8ak dokazuje prave pouzitim poucky, Ze zhodné obvodové uhly v jednej
kruznici prislachaji iba jej zhodnym oblukom.



Obr. 1

Rovnoramenné trojuholniky AEC a C BD budu (ako mame dokazat) podobné, a to
podla vety uu, ked ukdzeme, Ze maji zhodné uhly EAC a BC'D pri svojich zakladniach
AC, resp. C'D. To je vsak na obrazku uz vyznacené ako doésledok rovnobeznosti tiseciek
AFE a CD, ktoré su totiz obe kolmé na priamku BE (uhol AEB je pravy podla Talesovej
vety, kolmost BE 1 C'D vyplyva z osovej simernosti trojuholnika BC'D).

Ak si nevS§imneme rovnobeznost tsec¢iek CD a AF, mozno z trojuholnikov BC'D
a ABE lahko vypocitat, ze oba uhly BCD a BAE (a teda aj CAFE) maju velkost
90° — a.

Pozndmka. Rovnoramennost trojuholnika AEC sa da zdovodnit aj tak, ze |[{CAE| =
= 180° — |[{EDB]| (kruznica) = 180° — | ECB| (osova stimernost) = |[{ACE| (vedlajsi
uhol).

Iné rieSenie. Kruznica so stredom B a polomerom |BC| pretina kruznicu k nielen
v bode D, ale tiez v bode D’, ktory je s bodom D stimerne zdruZeny podla priemeru AB
kruznice k. Ozna¢me este F' druhy priese¢nik priamky C'D’ s kruznicou k. Stimerne
zdruzené rovnoramenné trojuholniky CBD a C'BD’ maju pri svojich zékladniach C'D
a CD’ styri zhodné vnatorné uhly, ktoré st na obr.2 oznacené pismenami v rovnako
ako piaty uhol ACF' (vrcholovy k uhlu BC'D') a $iesty uhol F'AB (zhodny s obvodovym
uhlom F'D’B). Podla vety uu st trojuholniky AF'C a C BD podobné, takze nase rieSenie
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bude hotové, ked ukazeme, Ze bod F' lezi na osi uhla CBD (a teda plati E = F'). To
je v8ak jednoduché: jednak vdaka zhodnym sihlasnym uhlom BAF, BCD plati AF ||
| CD, jednak vdaka tomu, Ze uhol AF B je podla Télesovej vety pravy, plati BF' 1 AF
spolu mame BF | CD, a tak je priamka BF naozaj osou sumernosti rovnoramenného
trojuholnika BC'D s hlavnym vrcholom B.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Pri postupe z prvého riesenia dajte celkom 4 body za dokaz, ze
AEC je rovnoramenny trojuholnik (z toho 1 bod za odvodenie rovnosti |CE| = |DE|, 2 body za
zdovodnenie rovnosti |[AE| = |DE|, dalsi 1 bod za ich désledok |AE| = |CE|) a napokon 2 body za
porovnanie vnutornych uhlov oboch rovnoramennych trojuholnikov. Za nezdévodnené konstatovanie
rovnosti |AE| = |CE| ziadny bod neudelujte, za pripadné pokracovanie v podobe overovania zhodnosti
vnutornych uhlov oboch dotyénych trojuholnikov potom dajte nanajvys 1 bod. Ten dajte aj v pripade,
ked jedinym odvodenym poznatkom je fakt AE || CD a jeho désledok v podobe zhodnosti uhlov CAE
a BCD.

Pri druhom postupe dajte 2 body za konstrukciu bodov D’ a F', 2 body za ddkaz podobnosti
trojuholnikov AF'C, BCD a 2 body za zdovodnenie rovnosti £ = F.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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