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68. roénik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tloh skolského kola kategorie C

1. Aky je najvicsi mozny pocet cisel, ktoré sa daji vybrat z mnoziny {1,2,...,2019}
tak, aby sucin Ziadnych troch z vybranych céisel nebol delitelny deviatimi? Uvedte priklad
vyhovujiucej podmnoZiny a zdéovodnite, preco nemozZe mat vicsi pocet prvkov.

(Ales Kobza)

RieSenie. Medzi vybranymi ¢islami nesmie byt Ziadny néasobok deviatich a pritom
medzi nimi moze byt nanajvys jedno ¢islo, ktoré je delitelné tromi, nie vSak deviatimi.
Moézeme teda vybrat vSetky ¢isla, ktoré nie st delitelné tromi, a pridat k nim akékolvek
Cislo, ktoré je delitelné tromi, nie v8ak deviatimi.
Zdver. Najviacsi mozny pocet éisel, ktoré mozeme pozadovanym sposobom vybrat
z mnoziny {1,2,...,2019}, je teda rovny % -2019+ 1 =1347.

Ulohe vyhovuje napr. mnozina {1,2,3,4,5,7,8,10,11,...,2015,2017, 2018}, ktora
méa prave 1347 prvkov. Tato mnozina obsahuje ¢islo 3 ako jediné ¢islo delitelné tromi,
ktoré vsak deviatimi delitelné nie je.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za zdovodnenie, Zze tam nemoze byt cislo delitelné 9,
1 bod za zdévodnenie, Ze tam moze byt nanajvys jedno ¢islo delitelné 3 (nedelitelné 9), 3 body za odhad
maximalneho poc¢tu prvkov na zaklade tychto pozorovani, 1 bod za priklad vyhovujicej mnoziny.

2. Pavol a Michal hraji nasledugicu hru: Pri vrcholoch Stvorstena (trojbokého thlana) si
zozaciatku napisan€ nuly. Pavol najskor vyberie niektory vrchol stvorstena a zvicsi ¢islo
pri om napisan€ o 2. Potom Michal vyberie niektoru hranu tohto stvorstena a zvdcsi
¢isla v oboch jej krajnych bodoch o 1. Ich Jfahy“ sa pravidelne striedaji. Vyhrdva ten,
po ktorého tahu budi vo vsetkych vrcholoch Stvorstena navzdjom rozne cisla. Ktory
z hrdacov si dokdze zabezpecit vijhru? (Tomas Jurik)

Riesenie. Ukéazeme, Ze vyhravajucu stratégiu ma Pavol, ktory moéze vyhrat uz svojim
druhym tahom.

Vrcholy uvazovaného Stvorstena ozna¢me pismenami A, B, C, D. V prvom tahu
potom zvoli bud niektortd hranu vychadzajacu z toho istého vrcholu (napr. AB), alebo
vyberie niektora hranu, ktora z A nevychadza, napr. BC.
jednom z vrcholov C', D, napr. pri vrchole C. Pri jednotlivych vrcholoch A, B, C', D
stvorstena ABC'D potom budi po rade napisané navzajom rozne cisla 3, 1, 2, 0.
napr. pri B. Pri jednotlivych vrcholoch A, B, C', D uvazovaného stvorstena ABC D st
potom aj v tomto pripade napisané po rade navzajom rozne ¢isla 2, 3, 1, 0.

Tym je tloha vyrieSena.

Pozndmka. Ulohu mozno riesit bez oznacenia vrcholov iba tivahami o neusporiadanych
Stvoriciach k nim pripisanych c¢isel, kedze kazdé dva vrcholy Stvorstena st spojené
hranou. So zapismi Stvoric ¢isel v poradi od najvicSieho po najmensie potom celé
rieSenie vyzera nasledovne: Po prvom Pavlovom fahu vznikne $tvorica 2, 0, 0, 0, ktort
Michal méze zmenit bud na Stvoricu 3, 1, 0, 0, alebo na Stvoricu 2, 1, 1, 0. Kazda z oboch
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Stvoric zrejme Pavol dokéze svojim druhym tahom zmenit na Stvoricu 3, 2, 1, 0, a to
bud zvicsenim jednej z dvoch nul na dvojku, alebo zviiésenim jednej z dvoch jednotiek
na trojku.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za vysvetlenie, Ze po dvoch tahoch st moznosti 3, 1, 0, 0

resp. 2, 1, 1, 0, néasledne 2 body za prvy pripad, 2 body za druhy pripad, 1 bod za zaver. Za holé
konstatovanie (bez hlbsieho zdévodnenia), ze vyhravajicu stratégiu ma Pavol, dajte 1 bod.

3. Nech D, E su postupne stredy stran AB, BC' trojuholnika ABC a F je stred
usecky AD. Dokazte, Ze priamka C'D rozpoluje tusecku EF . (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Nech G oznacuje stred tsecky BD, ¢o znamend, ze bod D je nielen stredom
strany AB, ale aj stredom tsecky FG (obr.1). Usecka EG je potom strednou prieckou
v trojuholniku BCD, a je teda rovnobezna s C'D. Bod C' tak lezi na rovnobezke
so stranou FG trojuholnika GEF' iducej stredom D jeho strany F'G, a preto tato
rovnobezka C'D nutne prechadza aj stredom H tretej strany E'F', ako sme mali dokazat.

A F D B
Obr. 1 Obr. 2

Iné rieSenie. Ozna¢me S stred taznice C'D trojuholnika ABC (obr.2). Usecka DE
je stredna priecka v trojuholniku ABC, takze |DE| = $|AC], a usetka FS je strednd
priecka v trojuholniku ADC, takze |F'S| = 1|AC|. Usetky DE a F'S s teda zhodné
a rovnobezné (so stranou AC). Stvoruholnik DESF je preto rovnobeznik, a ako je
zname, jeho uhlopriecky sa navzajom rozpoluju. Tym je dokaz ukonceny.

C

Obr. 3

Iné rieSenie. Pre bod D plati |[FD| : |DB| =1 : 2. Ak zostrojime bod C’ ako obraz
bodu C' v stredovej simernosti podla stredu F' (obr.3), bude BF' taznica trojuholnika
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BCC’ a bod D jeho tazisko. Priamka C'D teda obsahuje faznicu trojuholnika BCC’,
a preto rozpoluje jeho stranu BC’ rovnako ako jeho stredni priecku E'F' s tiou rovno-
beznt.

Iné riesenie. Mame dokéazat, Ze na priamke CD lezi faznica trojuholnika CEF, ¢o je
ekvivalentné s tym, %e obsahy trojuholnikov CDF a CED (obr. 1) st rovnaké.! Pritom
zrejme pre obsahy jednotlivych trojuholnikov plati

S(CDE) = 1S(DBC) = $5(CAD) = S(DFC),
lebo E je stred BC, D je stred AB a F je stred AD.

Pozndmka. Rovnost obsahov sa dé dokéazaf aj postupnym vypocétom obsahov vzhla-
dom na obsah trojuholnika ABC: Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze
S(ABC) =1. Kedze |FB| : |AB| = 2, je S(BFC) = 2. Kedze |FD|:|DB| =
je S(CDF) = 1. Dalej S(CDB) = 3, a kedze E je stred CB, je S(CED)
= 15(CDB) = 1, take naozaj S(CDF) = S(CDB).

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Pri prvom postupe dajte 3 body za zavedenie bodu G, 1 bod za
dokaz EG || CD, 2 body za zddvodnenie, Ze strednd prie¢ka DH trojuholnika GEF musi lezat na
priamke CD.

Pri druhom postupe dajte 3 body za zavedenie bodu S, 1 bod za objav oboch strednych priecok
ED, FS, 1 bod za zdovodnenie, Ze sa jednd o dve rovnobezné a zhodné tsecky, a 1 bod za zaver, Ze
DESF je rovnobeznik, a teda sa jeho uhlopriecky rozpoluju (namiesto toho mozno uplatnit vetu usu
na doékaz zhodnosti trojuholnikov DEH a SFH, pricom H oznacuje priesecnik uhlopriecok, z ktorej
potrebnd rovnost |EH| = |FH| vyplyva).

Pri trefom postupe dajte 3 body za zavedenie bodu C’, 1 bod za zdévodnenie, e D je tazisko
trojuholnika BCC’ (a teda C'D je priamka jeho taznice), dalej 1 bod za objav strednej priecky EF
a 1 bod za zaver, ze taznica rozpoluje strednu priecku.

Napokon za tvrdenie, ze staci dokdzat rovnost obsahov trojuholnikov CDF, CED (alebo ekvi-
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rovnosti spomenutych obsahov dalsie 3 body. Za nedokonéeny vypocet vSak dajte nanajvys 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.

Slovenska komisia MO, KMANM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Autori: Patrik Bak, Vojtech Bélint, Pavel Calabek, Sarka Gergelitsova, Karel Horék,
Radek Horensky, Tomas Jurik, Ales Kobza, Jain Mazak, Peter Novotny, Martin
Panék, Michal Rolinek, Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek, Josef Tkadlec, Jaroslav

Zhouf
Recenzenti: Patrik Bak, Vojtech Balint, Tomas Jurik, Jan Mazak, Peter Novotny
Redakénd tprava:  Tomas Jurik, Peter Novotny
Vydal: IUVENTA - Slovensky institat mladeze, Bratislava 2019

1 To vyplyva zo zndmeho faktu, Ze pre lubovolny bod X vnitri uhla QPR maja trojuholniky PXQ,
PX R rovnaky obsah prave vtedy, ked bod X lezi na priamke taznice z vrcholu P trojuholnika PQR.



