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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z9

1. Najdite vsetky kladné celé cisla x a y, pre ktoré plati
1 n 1 1
r oy 4

(Alzbeta Bohinikova)

.....

Riesenie. Pre rovnaké nezname je rieSenim zrejme z = y = 8.

Rozne neznédme nemdzu byt obe stcasne mensie, resp. vicsie ako 8 (potom by
totiz Tava strana rovnice bola vii¢Sia, resp. mensia ako i) Jedna neznama teda musi
byt mensia ako 8 a druha vii¢sia ako 8. Vzhladom na symetrickost rovnice sta¢i dalej
uvazovat pripad, ked x < y. Za tohto predpokladu je x < 8 a y > 8, takZe x moze
nadobudat iba hodnoty od 1 do 7.

Ak z rovnice vyjadrime y vSeobecne pomocou x, dostaneme

4x
x—4

y = (1)
Z toho je zrejmé, ze y je kladné prave vtedy, ked = > 4. Teda x mdZe nadobudat iba
hodnoty od 5 do 7. Pre tieto tri moZnosti staci preverit, ¢i y vychadza celé:

e pre r = 5 vychadza y = 20,

e pre x = 6 vychadza y = 12,

e pre x = 7 vychadza y = 2—38.

Celkom tak vidime, Ze vSetky dvojice (z,y), ktoré su rieSsenim ulohy, su (5,20),

(6,12), (8,8), (12,6) a (20,5).

Iné rieSenie. Ak z rovnice vyjadrime y vSeobecne pomocou z, dostaneme (1). Tento
vyraz mozeme dalej upravit na ,celt cast plus zvysSok“:

4x 4(x —4) + 16 16
y r—4 r—4 +x—4

(2)

Z toho je zrejmé, ze y je kladné celé ¢islo prave vtedy, ked x — 4 je kladnym celym
delitelom ¢isla 16, a tych je prave pit:

e pre x —4 =1 vychadza x =5 a y = 20,

e pre x —4 =2 vychddza x =6 a y = 12,

e pre x — 4 =4 vychaddza x =8 a y = 8§,

e pre x —4 = 8 vychadza z =12 a y = 6,

e pre x — 4 = 16 vychaddza x = 20 a y = 5.

Tento vypis zahtna vSetky rieSenia tlohy.

Pozndmka. Pri uprave zadanej rovnice na tvar (1) mozno narazit na ekvivalentni

rovnicu
xy —4x — 4y = 0. (3)
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Lavé strana suhlasi s tromi s¢itancami v rozndsobeni vyrazu (r—4)(y—4), chyba iba 16.
Pri¢itanim 16 k obom strandm rovnice (3) dostavame

(r —4)(y —4) = 16.
Vsetky rieSenia tak mozno néjst pomocou vSetkych moznych rozkladov ¢isla 16 na

sucin dvoch kladnych celych cisel. Tieto napady si len bezzlomkovou interpretaciou
upravy (2) a nasledného postupu.

2. V rovnostrannom trojuholniku ABC je K stredom strany AB, bod L lezi v tretine
strany BC' bliZzsie bodu C a bod M lezi v tretine strany AC blizsie bodu A. Urcte, aku
¢ast obsahu trojuholnika ABC' zaberd trojuholnik K LM . (Lucie Ruzickova)

Napad. Zadané body vymedzuju dalsie trojuholniky. Zamyslite sa nad obsahmi nie-
ktorych z nich.

Riesenie. Obsah trojuholnika K LM vyjadrime ako rozdiel obsahu trojuholnika ABC
a obsahov trojuholnikov AKM, KBL a MLC.

C

A K B

Pomer vzdialenosti bodov M a C od bodu A je rovnaky ako pomer vzdialenosti
tychto bodov od priamky AB. Vyska trojuholnika AK M idaca vrcholom M je teda
tretinova vzhladom k vyske trojuholnika ABC' idtcej vrcholom C'. Stc¢asne strana AK
prvého trojuholnika protilahld vrcholu M je poloviéné vzhladom k strane AB druhého
trojuholnika protilahlej vrcholu C. Trojuholnik AK M preto zabera % . % = % obsahu
trojuholnika ABC.

Podobne, vyska trojuholnika K BL idica vrcholom L je dvojtretinova vzhladom
k vyske trojuholnika ABC' idtcej vrcholom C' a prislusna strana K B prvého trojuhol-
nika je poloviéna vzhladom k strane AB druhého trojuholnika. Trojuholnik K BL preto
zabera % . % = % obsahu trojuholnika ABC.

Do tretice, vy$ka trojuholnika C'ML idaca vrcholom L je tretinovd vzhladom
k vyske trojuholnika ABC' idtcej vrcholom B a prislusna strana C'M prvého troj-
uholnika je dvojtretinova vzhladom k strane AC druhého trojuholnika. Trojuholnik
K BL preto zabera % : % = % obsahu trojuholnika ABC'.

Dohromady, trojuholnik K LM zabera

obsahu trojuholnika ABC.



Poznamka. Vsimnite si, Ze uvedené rieSenie je platné pre vSeobecny trojuholnik ABC.
S predpokladom rovnostrannosti st strany a vysky jednotlivych trojuholnikov
naznacené v nasledujicom obrazku (a oznacuje stranu a v vysku trojuholnika ABC).

C

A a/2 K a/2 B

S tymto oznacenim je Sapc = %av a Sy = %av, teda Sy = %SABC.

3. V nasom meste s tri kind, ktorym sa hovori podla svetovych strdan. O ich otvdracich
hodinach je zname, Ze:

e kaZdy den je otvorené aspon jedno kino,

e ak je otvoren€ juzné kino, tak nie je otvorené severné kino,

e nikdy nie je otvorené sucasne severné a vychodné kino,

e ak je otvorené vychodné kino, tak je otvorené aj juzné alebo severné kino.
Vydali sme sa do juzného kina a zistili sme, Ze je zatvorené. Ktoré zo zvysnych kin je
urcite otvorené? (Monika Dillingerova)

Napad. Uvazujte vSetky moznosti otvorenosti, resp. zatvorenosti kin bez obmedzuja-
cich podmienok.

Riesenie. Zaujimame sa o situdciu, ked je juzné kino zatvorené. Bez dalSich informaécii
o otvéaracich hodindch by mohli nastat nasledujice Styri pripady, ktoré postupne po-
rovname s podmienkami zo zadania:

a) Ak by severné aj vychodné kino bolo otvorené, tak by sme boli v rozpore s trefou
podmienkou. Tato situacia nenastane.

b) Ak by severné kino bolo otvorené a vychodné zatvorené, tak nie sme v rozpore
so ziadnou z podmienok. Tato situacia je mozna.

c) Ak by severné kino bolo zatvorené a vychodné otvorené, tak by sme boli v rozpore
so Stvrtou podmienkou. Tato situacia nenastane.

d) Ak by severné aj vychodné kino bolo zatvorené, tak by sme boli v rozpore s prvou
podmienkou. Tato situacia nenastane.
Jedind situédcia vyhovujuca vSetkym podmienkam zo zadania je b): ked je juzné

kino zatvorené, tak je severné kino urcite otvorené.

Iny napad. Aké moznosti vyhovuju tretej podmienke?

Iné rieSenie. Vzhladom na tretiu podmienku moézeme Stvrti podmienku nahradit
nasledujtcou:



4’. ak je otvorené vychodné kino, tak je otvorené aj juzné kino.
Podla tretej podmienky mozeme rozligit tri pripady:

a) Severné kino je otvorené a vychodné zatvorené. Potom podla druhej podmienky je
juzné kino zatvorené.

b) Severné kino je zatvorené a vychodné otvorené. Potom podla Stvrtej podmienky
(resp. jej prave uvedenej nahrady) je juzné kino otvorené.

c) Severné aj vychodné kino je zatvorené. Potom podla prvej podmienky je juzné kino
otvorené.
V Ziadnom z tychto pripadov nie sme v rozpore s podmienkami, ktoré sme pri

vyvodzovani nepouzili. VSetky mozné situacie otvorenosti (1), resp. zatvorenosti (0)
kin uvadzame kvoli prehladnosti v tabulke:

N
—
[a)
(@)

(-
@)
—
—

Ak je juzné kino zatvorené, tak je severné kino uréite otvorené (a vychodné urcite
zatvorené).

Poznamka. Diskusia v rieSeni tlohy mézZe byt vedend réoznymi spdsobmi. Pre tieto tcely
zndzornime moznosti, ktoré pripistaju podmienky zo zadania samostatne — prazdne
poli¢ka mozu obsahovat ako 1, tak 0:

Prva podmienka pripasta moznosti:

wn
—_

[
—

Druhé podmienka priptsta moznosti:

w2
(e}

Tretia podmienka pripasta moznosti:

o




Stvrta podmienka priptsta moznosti:

0]
—_
—_

Vyber moznosti, ktoré vyhovuji vSetkym Styrom podmienkam sti¢asne (teda ,prie-
nik“ tychto Styroch tabuliek), vedie k tabulke na konci predchédzajiceho riesenia.

4. Hotelier chcel vybavit jeddleri novymi stolickami. V katalogu si vybral typ stolicky.
AZ pri zaddvani objedndvky sa od vyrobcu dozvedel, Ze v ramci zlavovej akcie ponikaji
kazdu Stvrti stolicku za polovicni cenu a Ze teda oproti planu moZe usetrit za sedem
a pol stolicky. Hotelier si spocital, Ze za povodne planovani ¢iastku moZe zaobstarat
o devdt stoliciek viac, ako zamyslal. Kolko stoliciek chcel hotelier povodne kipit?

(Libor Simiinek)

Napad. Najskor rieste ulohu bez informacie, Ze za pdvodne planovani sumu mozno
pokryt o deviit stoli¢iek viac.

Riesenie. V akcii bola kazda stvrta stolicka za poloviént cenu. Ak mohol takto hotelier
usetrit za 7,5 stolicky, objednéval 15 Stvoric stoliGiek a nanajvys tri dalsie stolicky, t. j.
objednéval najmenej 60 a nanajvys 63 stoliciek.

Oproti povodnému planu si v akcii mohol dopriat o 9 stoli¢iek viac, t.j. najmenej 69
a nanajvys 72 stoli¢iek. V prvom pripade je 69 = 17-4+1, teda tispora by predstavovala
len 17- % = 8,5 stoliciek, ¢o nezodpoveda predpokladu. Rovnaky zaver plati aj pre dalSie
dve moznosti 70 = 17-4+2 a 71 = 17 -4 + 3. Jedine pre 72 = 18 - 4 zodpoveda tispora
prave 9 stolickam.

Zo styroch zvazovanych moznosti je iba posledna riesenim tlohy. Hotelier chcel
povodne kupif 63 stoli¢iek.

Iné riesenie. Rovnako ako v predchadzajicom rieseni urcime, Ze tispora za 7,5 stolicky
zodpoveda objednévke najmenej 60 a nanajvys 63 stoli¢iek (7,5 = % -15 a 15-4 = 60).

Podobne uréime, ze tspora za 9 stoli¢iek zodpovedd objednévke najmenej 72
a nanajvys 75 stoli¢iek (9 = % -18 a 18 - 4 = 72). Tento pocet ma byt zaroven o 9
zodpovedat objednavke najmenej 69 a nanajvys 72 stoli¢iek. Tieto dve podmienky st
splnené iba v jedinom pripade, ktory zodpoveda poc¢tu 72 v druhej, resp. 63 v prvej
objednavke.

Hotelier chcel povodne kupit 63 stolic¢iek.

5. Adam a FEva vytvdrali dekordcie z navzdjom zhodnych bielych kruhov. Adam pouzil
styri kruhy, ktore polozil tak, Ze sa kaZdy dotykal dvoch ingych kruhov. Medzi ne potom
vlozil inyg kruh, ktory sa dotykal vsetkych styroch bielych kruhov, a ten vyfarbil cervenou.
Eva pouZila tri kruhy, ktoré poloZila tak, Ze sa dotykali navzdjom. Medzi ne potom
vloZila iny kruh, ktory sa dotykal vsetkych troch bielych kruhov, a ten vyfarbila zelenou.
Eva si vsimla, Ze jej zeleny kruh a Adamov cerveny kruh si rozne velké, a zacali
spolu zistovat, ako sa lisia. Vyjadrite polomery cerveného a zeleného kruhu vseobecne
pomocou polomeru bielych kruhov. (Marie Krejéova)



Ssfes

Napad. V akom vztahu st stredy dvoch dotykajucich sa kruznic a prislusny dotykovy
bod?

Riesenie. V nasledujicom budeme opakovane pouzivat poznatok, Ze spolo¢ny bod
dvoch dotykajucich sa kruznic lezi na spojnici ich stredov. Polomer bielych kruhov
budeme oznacovat 7.

Stredy Adamovych bielych kruhov tvoria vrcholy Stvorca a stred ¢erveného kruhu
lezi v strede tohto Stvorca, teda v priese¢niku jeho uhlopriecok. Priemer cerveného
kruhu je rovny rozdielu uhlopriecky uvedeného stvorca a dvoch polomerov r.

Pomocny $tvorec mé stranu 2r, jeho uhlopriecka ma podla Pytagorovej vety velkost

VAr? + 4r2 = 2/2r.

Polomer c¢erveného kruhu je teda rovny
1
5(2\/57‘ —2r) = (\/5 — .

Stredy Evinych bielych kruhov tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika a stred
zeleného kruhu lezi v strede tohto trojuholnika, teda v priese¢niku jeho vysok, resp.
taznic. Polomer zeleného kruhu je rovny rozdielu vzdialenosti stredu, t.j. faziska uve-
deného trojuholnika, od jeho vrcholu a polomeru 7.
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Pomocny rovnostranny trojuholnik mé stranu 2r a kazdé vyska ho deli na pravouhlé
trojuholniky s preponou 2r a odvesnou r. Druh4 odvesna, teda tato vyska, ma podla

Pytagorovej vety velkost
VAar? —r2 =/3r.

Vzdialenost taziska rovnostranného trojuholnika od vrcholu je rovna dvom tretindm
dlzky taznice, t.j. prave vyjadrenej vysky. Polomer zeleného kruhu je teda rovny

2 2v3 —

6. Prirodzenée cislo N nazveme bombasticke, ak neobsahuje vo svojom zdpise Ziadnu
nulu a ak Ziadne mensie prirodzené cislo nemd rovnaky sucin cifier ako cislo N.
Karol sa najskor zaujimal o bombastické prvocisla a tvrdil, Ze ich nie je vela. Vypiste
vsetky dvojciferne bombastické prvocisla. Potom Karol zvolil jedno bombasticke cislo
a prezradil ndm, Ze obsahuje cifru 8 a Ze iba jedna z jeho dalsich cifier je pdrna. O ktori
pdrnu cifru sa mohlo jednat? (Michal Rolinek)

Vsetky dvojciferné prvocisla st vypisané v prvom riadku nasledujicej tabulky.
V druhom riadku st uvedené ciferné suc¢iny jednotlivych ¢isel. V trefom riadku st
najmensie prirodzené ¢isla so zodpovedajicimi cifernymi sucinmi (tieto ¢isla mozno
urc¢it porovnanim rozkladov so vSetkymi delitelmi mensimi ako 10). Dvojcifernych
bombastickych prvocisel je sedem a v tabulke st vyznacené tucne.

111317192329 |31 |37 |41 (43|47 |53|59 (61|67 |71|73|79|83|89 |97
11 3 7| 9| 6|18 3|21 4|12| 28|15 45| 6| 42| 7(21|63(24| 72|63
1 31 7] 9| 6[29| 3|37 4126473559 6|67 7|37| 7938|8979

V predchadzajicom vypise si mézeme vSimnut niekolko veci stvisiacich s druhou
¢astou tlohy. Cislo 23 nie je bombastické, pretoze 6 je mensie ¢islo s rovnakym cifernym
stuc¢inom. VSeobecnejsie, ziadne ¢islo obsahujice cifry 2 a 3 nemdze byt bombastické,
lebo vynechanim tychto dvoch cifier a doplnenim 6 na Iubovolné miesto dostaneme
mensie ¢islo s rovnakym cifernym sti¢inom (napr. pre 2737 je jedno z takych ¢isel 677).

Podobne, ¢islo 34 nie je bombastické, pretoze 26 je mensie ¢islo s rovnakym
cifernym stéinom. Teda ani ziadne ¢islo obsahujuce cifry 3 a 4 nemoze byt bombastické
(pozri napr. ¢isla 384 a 286). Do tretice, ¢islo 36 nie je bombastické, pretoze 29 je mensie
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¢islo s rovnakym cifernym stcinom. Teda ani ziadne ¢islo obsahujuce cifry 3 a 6 neméze
byt bombastické (pozri napr. ¢isla 2346 a 2294).

Zato vidime, Ze ¢islo 38 bombastické je. Jedind parna cifra, ktord moze byt s 3
v Karolovom bombastickom c¢isle je teda 8.

Poznamka. V tabulke v prvej ¢asti tlohy nebolo nutné uvazovat ¢isla obsahujuce cifru 1
ani ¢isla, ktoré maji na mieste desiatok vicsiu cifru ako na mieste jednotiek — také ¢isla
nikdy nie st bombastické. S tymto postrehom stacilo testovat iba osem z uvedenych
Cisel.
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