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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

Informacia pre okresnid komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni okresnych kél aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 17. februara.

Upozorriujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovii listinu okresného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovii listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom formdte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 najdete Sablénu vo formate Excelovskej tabulky, ktorii mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny format, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak préve 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prave traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsetkych
ziakov.

1. Marienka napisala na tabulu dve rozne prirodzené c¢isla. Marta si vzala karticku,
na ktorej jednu stranu napisala sucet Marienkinych cisel a na druhi stranu ich sucin.
Jedno z cisel na karticke bolo prvocislo a sucet cisel z oboch stran karticky bol 97. Ktore
¢isla napisala Marienka na tabulu? (Libuse Hozova)

RieSenie. Cisla na tabuli ozna¢ime z a y. Na jednej strane karticky tak bolo napisané
¢islo x 4+ y, na druhej strane ¢islo z - y a platilo

r+y+ay=97. (1)

Lava strana sthlasi s tromi séitancami v roznasobeni vyrazu (z+1)(y+1), chyba iba 1.
Pri¢itanim 1 k obom strandm rovnice (1) dostavame

(x+1)(y+1) =98 (2)

Kedze = a y st prirodzené ¢isla, ¢initele na lavej strane tejto rovnice musia byt
aspon 2. Cislo 98 mozno vyjadrit ako st¢in dvoch prirodzenych ¢&isel vicsich ako 1 iba
tymito sposobmi (poradie ¢initelov ignorujeme):

2.49 =198, 7-14=098. (3)

Prvej moznosti zodpovedajua ¢isla x = 1 a y = 48, pre ktoré je x +y =49 a zy =
= 48. Ani jedno z tychto dvoch ¢isel nie je prvocislom, preto tato moznost nevyhovuje
zadaniu ulohy.

Druhej moznosti zodpovedaju ¢isla x = 6 a y = 13, pre ktoré je x +y =19 a xy =
= 78. Cislo 19 je a ¢islo 78 nie je prvoéislom, ¢o vyhovuje zadaniu tlohy. Marienka
napisala na tabulu ¢isla 6 a 13.

Ndvrh hodnotenia. Po 1 bode za vyjadrenie (1) a tpravu (2); 2 body za rozklady (3); 2 body za rozbor
moznosti a zaver.
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Iné rieSenie. Pri rovnakom oznaceni ako vy$Sie modZeme z rovnice (1) vyjadrit y
pomocou z:
97 —x

: (4)
1+
Postupnym dosadzovanim prirodzenych ¢isel za x moézeme vyjadrif y a overit, ¢ sa
jednd o prirodzené ¢islo a ¢i jedno z ¢isel z + y a xy je prvocislom:

y:

T 1 2 3 4 5 6 7
95 47 93 46 45 89
Y 48 | 73 5 T | 3 13 T | 9
Tr+y 49 19
xy 48 78

Medzi uvedenymi moznostami je jedind vyhovujica dvojica ¢isel 6 a 13. Teraz by
sa mali preverit eSte ostatné dosadenia za = az po 96 (aby y bolo kladné). To vSak nie
je nutné, kedze s rasticim x hodnota y stale klesa a je uréite mensia ako 9 (keby =z
rovnd 9+ 9+ 81 = 99). Vzhladom na symetrickost tlohy sa preto vSetky rieSenia musia
vyskytovat v uvedenej tabulke.

Marienka napisala na tabulu ¢isla 6 a 13.

Ndvrh hodnotenia. Po 1 bode za vyjadrenia (1) a (4); 2 body za dosadzovanie a overovanie ako v tabulke;
2 body za uplnost diskusie a zaver.

Pozndmka. Lomeny vyraz (4) moézeme vyjadrit v tvare ,celd ¢ast plus zvysok* takto:

97 — —(1 98 98
) = r  —(1+z)+ _ 1

1+ 1+« +1+m'

KedZe x a y maja byt prirodzené ¢isla, musi byt 1 4+ = kladnym vlastnym delitelom
¢isla 98, a také delitele mame prave styri: 2, 7, 14 a 49. Z toho dostaneme dve moznosti
(az na poradie = a y), z ktorych jedna vyhovuje vSetkym poziadavkam. Tento postup
mozno chapat ako int interpretdciu rovnice (2) a naslednych tvah.

2. Mame kvdder, ktorého jedna hrana je pitkrdt dlhsia ako ind jeho hrana. Keby sme
vysku kvddra zvicsili o 2cm, 2vicsil by sa jeho objem o 90 cm?. Keby sme vysku takto
zvdcseného kvadra zmenili na polovicu, bol by objem nového kvadra rovny trom pdtindm
objemu povodného kvddra. Aké mozu byt rozmery povodného kvddra? Urcte vsetky
moznosti. (Eva Semeradova)

Riesenie. Objem kvadra je rovny sucinu obsahu podstavy a velkosti vysky. Zmena
vysky o 2cm, sposobuje zmenu objemu o 90 cm?; zodpovedajica podstava mé preto
obsah 90 : 2 = 45 (cm?).

Pri dalSej zmene vysky sa podstava nemeni, preto zmena objemu kvéadra na tri
patiny zodpoveda zmene vysky tiez na tri pétiny. Ak oznac¢ime vysku pévodného kvadra
v centimetroch v, plati

v+2 3

9 g’U.




Z toho sa lahko vyjadri v = 10 cm.

Poslednou nevyuzitou informéciou zo zadania je, ze jedna hrana kvéadra je pitkrat
dlhsia ako in& jeho hrana. Mozu nastaf tri moznosti:

a) Jedna hrana podstavy je pitkrat dlhsia ako vyska, t.j. 50 cm. Odtial druhé hrana
podstavy meria 45 : 50 = 0,9 (cm).

b) Jedna hrana podstavy je pétkrat kratsia ako vyska, t.j. 2cm. Odtial druha hrana
podstavy meria 45 : 2 = 22,5 (cm).

c) Jedna hrana podstavy je péatkrat dlhsia ako druha jej hrana. Ak oznacime velkost
kratSej z tjchto hran v centimetroch a, plati a(5a) = 45, teda > = 9 a a = 3 (cm).
Odtial dlhsia hrana podstavy meria 5 -3 = 15 (cm).

Rozmery povodného kvadra v centimetroch moézu byt 0,9 x 50 x 10, alebo
2 x 22,5 x 10, alebo 3 x 15 x 10.

Navrh hodnotenia. 1 bod za obsah podstavy; 2 body za vysku pévodného kvadra; po 1 bode za kazdé
spravne riesenie.

3. Z cifier 3, 4, 5, 7 a 9 boli vytvorené vsetky mozné trojciferné cisla tak, aby sa kazdd
cifra vyskytovala v kazZdom cisle nanajvys raz. Urcte pocet takto vzniknutiych cisel a ich
celkovy sucet. (Marta Volfova)

RiesSenie. Pri tvoreni trojcifernych ¢isel s uvedenymi vlastnostami je mozné postupovat
nasledovne:

Prvé miesto mozno obsadit lubovolnou z piatich uvedenych cifier, t.j. 5 moznosti.
Pre kazdé z tychto obsadeni mozno druhé miesto obsadit Tubovolnou zo Styroch zvysnych
cifier, t.j. celkom 5 -4 = 20 moznosti. Pre kazdé z tychto obsadeni mozno tretie miesto
obsadit Tubovolnou z troch zvys$nych cifier, t.j. celkom 5 -4 - 3 = 60 moznosti. Takto
vzniknutych trojcifernych cisel je teda 60.

Na urcenie celkového stucétu vSetkych tychto ¢isel si stac¢i uvedomit, ze na kazdom
mieste sa kazda z piatich cifier vyskytuje dvanastkrat (5-12 = 60). Sucet cifier na
vybranom mieste vo vSetkych uvazovanych cislach je rovny

12-(34+4+5+7+9)=12-28 = 336.

Podla prislusného miesta sa tato hodnota v celkovom sucte vyskytuje jedenkrat, desat-
krat a stokrat. Stucet vSetkych uvazovanych ¢isel je preto rovny

336 - (14 10 4 100) = 336 - 111 = 37296.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za pocet ¢isel; 2 body za celkovy sucet; 2 body za kvalitu, resp. uplnost
komentara.



4. V pravouhlom trojuholniku je polomer jemu opisanej kruznice 14,5cm a polomer
jemu vpisanej kruznice 6 cm. Urcte obvod tohto trojuholnika. (Libuse Hozova)

Riesenie. Stred kruznice opisanej pravouhlému trojuholniku je v strede jeho prepony;
tento bod je na obrazku oznaceny O. Stred kruznice vpisanej je spoloénym priese¢nikom
osi vnutornych uhlov trojuholnika; tento bod je oznaceny V a body dotyku kruznice
s jednotlivymi stranami trojuholnika st oznacené X, Y a Z:

L

Polomer kruznice opisanej je 14,5 cm, prepona KM je priemerom tejto kruznice,
teda velkost KM je 29 cm.

Polomer kruznice vpisanej je 6 cm, a to je aj velkost tseciek VX, VY a V' Z. Zhodné
usecky VX a VZ st susednymi stranami v pravouholniku VX LZ, tento pravouholnik
je preto Stvorcom a velkosti tseCiek LX a LZ su tiez 6 cm.

Trojuholniky KYV a KZV st oba pravouhlé, maji zhodné uhly pri vrchole K
a spolo¢nu stranu K'V'. Preto su tieto trojuholniky zhodné, teda tisecky KY a KZ sa
zhodné; ich velkost na chvilu ozna¢me a. Z obdobného dévodu st zhodné aj tsecky
MX a MY ich velkost oznac¢ime b.

Celkom tak dostavame a + b = |K M| = 29 cm a obvod trojuholnika K LM vieme
vyjadrit ako

20+2b+2-6=2(a+0b)+ 12 =70 (cm).

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za velkost prepony; 3 body za vyjadrenie obvodu; 2 body za kvalitu
komentara.

Poznamka. Ak ozna¢ime polomer kruznice opisanej R a velkost prepony |K M| = [, tak
prvé pozorovanie v uvedenom rieSeni moézeme vseobecne zapisat | = 2R, teda

R=3. (1)

Ak dalej oznacime polomer kruznice vpisanej r a velkosti odvesien |LM| =k a |KL| =
= m, tak dalsie zavery z predchadzajiceho rieSenia st m =r+a,k=r+bal =a+b:

4



M

7 toho vyplyva, ze k +m — [ = 2r, teda

k+m—1
r=——
2

a obvod trojuholnika mozno vSeobecne vyjadrit ako

k+m-+1=2r+4R. (3)

Vzorce (1) a (2) mozno povaZzovat za zname a vyskytuji sa v niektorych tabulkéch.
Na nich zaloZené rieSenie (3) by teda malo byt posudzované ako spravne.
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