68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tloh krajského kola kategorie Z9

Informaécia pre krajsku komisiu MO:

Pri kazdej tlohe sa za akékolvek tplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tlohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

1. Adela napisala na tabulu dve kladné celé ¢isla a dala LukdSovi a Petrovi za wlohu
urcit kladny rozdiel druhiych mocnin tychto dvoch c¢isel. Lukds namiesto toho urcil druhi
mocninu rozdielu danych dvoch cisel. Vyslo mu tak cislo o 4 038 mensie ako Petrouvr,
ktory vypocet vykonal spravne. Ktoré dve c¢isla mohla Adela napisat na tabulu? Urcte
vSetky moznosti. (Lucie Ruzickova)

RieSenie. Cisla napisané na tabuli ozna¢ime a a b, pricom budeme predpokladat, ze
a 2 b. Zo zadania postupne vyplyva

(a —b)? = a® — b* — 4038,

a? —2ab+b* =a® — b2 — 4038,
2ab — 2b* = 4038,
b(a — b) = 2019,

pricom ¢isla b a a — b st podla predpokladov kladné.
Rozklad ¢isla 2019 na stéin prvoéisel je 3 - 673. Cislo 2019 mozno preto vyjadrit
ako sti¢in dvoch kladnych celych ¢isel nasledujtcimi spdsobmi:

2019=1-2019=2019-1=3-673 =673 - 3.

Poradie ¢initelov zdorazniujeme kvoli vSetkym moznym priradeniam b a a — b. Zodpo-

vedajuce dvojice ¢isel (a,b) su (2020,1), (2020,2019), (676,3) a (676,673).

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za zostavenie vychodiskovej rovnice; 2 body za tpravu na tvar sicinu; 1 bod
za rozklad na sucin prvocisel; 2 body za urcenie vyhovujacich dvojic.

Pri inom postupe riesenia dajte 2 body za urCenie vyhovujucich dvojic a 4 body za kvalitu
komentara, najmi zdévodnenie, Ze viac rieSeni neexistuje.

2. Na ostrove Ziju dva druhy domorodcov: Poctivci, ktori vZdy hovoria pravdu, a Kla-
mari, ktori vidy klami. Ked cudzinec stretol troch domorodcov, Alana, Bruna a Ctibora,
spytal sa ich, do ktorej skupiny patria.

Alan ozndmil: ,,Bruno je Klamdr.“
Bruno povedal: ,Alan a Ctibor su bud obaja Klamdri, alebo obaja Poctivci. “
Ctibor sa nevyjadril.

Mohol cudzinec pri niektorom z tijchto domorodcov s istotou urcit, ¢ je Poctivec,
alebo Klamar? (Marta Volfova)

Riesenie. Najskor predpokladajme, ze Alan je Poctivec. V takom pripade by jeho
vyrok bol pravdivy a Bruno by bol Klamar. Brunov vyrok by teda nebol pravdivy a to



by znamenalo, ze Alan a Ctibor by patrili do réznych skupin. Kedze Alan je Poctivec,
Ctibor by bol Klamar.

Teraz predpokladajme, ze Alan je Klamar. V takom pripade by jeho vyrok nebol
pravdivy a Bruno by bol Poctivec. Brunov vyrok by teda bol pravdivy a to by zname-
nalo, ze Alan a Ctibor by patrili do rovnakej skupiny. Kedze Alan je Klamar, Ctibor
by bol tiez Klamar.

S istotou mozno urcit, ze Ctibor je Klamér.

Iné riesenie. Uvazujme vSetky mozné pripady, ked pri kazdom z troch domorodcov
(A, B, C) uvazujeme kazdy z dvoch pripadov (P, K). Celkom dostavame osem moznosti,
ktoré postupne porovname s vyrokmi Alana a Bruna. Pripadny spor s niektorym
z tychto vyrokov je vyznaceny v poslednom riadku tabulky:

A P P P P K K K K
B P P K K P P K K
C P K P K P K P K
spor s A AB B B A AB

S istotou mozno urcit, ze Ctibor je Klamaér.

Navrh hodnotenia. 2 body za spravny zaver; 4 body za kvalitu komentara.

3. Ked cislo X vydelim c¢islom Y, dostanem éislo Z a zvySok 27. Ked c¢islo X vydelim
cislom Z, dostanem cislo 1,1 -Y a zvysok 3. Ktoré cisla X, Y, Z vyhovuji uvedenym
podmienkam? Urcte vsetky mozZnosti. (Libuse Hozova)

Riesenie. Zo zadania mame dve rovnosti:
X=Y - Z+27=11-Y-Z+3.

Upravami druhej rovnosti dostavame 0,1-Y - Z = 24, teda Y - Z = 240. Dosadenim spit
zistujeme, ze X = 267.

Delenie so zvyskom sa tyka celych ¢isel. Vsetky ¢isla X, Y, Z a 1,1-Y preto musia
byt celé. Z toho vyplyva, ze ¢islo Y musi byt ndsobkom 10. ZvySok po deleni je mensi
ako delitel. Preto musi byt Z =2 4 a'Y = 28, ¢o spolu s predchadzajicim zéverom déava
Y = 30.

Z rovnosti Y - Z = 240 a poziadavky Z = 4 dostavame Y < 240 : 4 = 60.
Podobne z poziadavky Y = 30 dostavame Z < 240 : 30 = 8. Takto sme odhalili dve
vyhovujace dvojice ¢isel Y a Z. VsSetky riesenia dostaneme systematickym rozborom
moznosti v rdmci uvedenych obmedzeni:

Y 30 40 50 60
A 8 6 4

Vyhovujuce trojice ¢isel (X,Y, Z) su (267,30, 8), (267,40,6) a (267,60,4).

Ndavrh hodnotenia. Po 1 bode za vyjadrenie Y - Z = 240 a X = 267; po 1 bode za kazdé z troch rieseni;
1 bod za kvalitu komentéra.

Pozndamka. V uvedenom rieseni mozno vyhodne vyuzit prvociselny rozklad 240 =
=2%.3.5.



4. Dand je kruznica so stredom S a polomerom 39mm. Do kruZnice mdme vpisat
trojuholnik ABC' tak, aby velkost strany AC bola 72mm a bod B lezal v polrovine
uréenej priamkou AC a bodom S. Zo zadanych udajov vypocitajte, aki velkost md mat
vyska trojuholnika ABC' z vrcholu B, aby uloha mala dve riesenia. (Marie Krejcova)

Riesenie. Velkost strany AC je mensia ako priemer kruznice, teda tato strana neob-
sahuje stred S. Vyska trojuholnika ABC z vrcholu B moze byt Iubovolne mald, ale
nemoze byt Tubovolne velka: tato vyska je najvicsia prave vtedy, ked obsahuje stred S.
V takom pripade mé tiloha jediné rieSenie (zodpovedajuci trojuholnik je rovnoramenny)
a velkost vysky je rovna velkosti tsecky P By ako na obréazku:

C

Velkost PBy je rovna suctu velkosti tse¢iek PS a SBj. Velkost usecky SBy je
rovna polomeru kruznice, t.j. 39 mm. Velkost tsecky P.S uréime pomocou Pytagorovej
vety v pravouhlom trojuholniku APS:

|PS| = \/|AS[2 — |[AP|2 = /392 — 362 = v/225 = 15 (mm).

Teda hrani¢na velkost vysky je 39 + 15 = 54 (mm). Uloha m4 dve rieSenia, ak je
vyska z vrcholu B mensia ako 54 mm (a vicsia ako O mm).

Navrh hodnotenia. 3 body za vyjadrenie hrani¢nej hodnoty; 3 body za rozbor moznosti a kvalitu

komentara.
Odpovede zalozené len na odhade alebo merani z narysovaného obrazka hodnotte 0 bodmi.
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