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1. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu

22— yr=ly— 2+ 1,
y? — 2 =|z—z|+1,
22 —ay=|r—yl+1
(Tomas Jurik)
Riesenie. Dané ststava rovnic je symetricka, takze staci hladat iba tie rieSenia, ktoré

splfiaji nerovnosti = y > z. Za tohto predpokladu mézeme odstranif absolttne
hodnoty, a tak dostaneme

a? —yz=y—z+1, (1)
-z =x— 241, (2)
2 —gy=x—y+1 (3)

Postupnym od¢itanim rovnic (1) a (2), resp. (2) a (3) dostdavame po jednoduchych
upravach rovnice
(z-y)@z+ty+z+1)=0,

(y—2z)(z+y+2z—1)=0.

Z toho vyplyva, ze vSetky tri ¢isla z, y, 2 nemoézu byt navzdjom rdozne, nemozu vSak
byt ani vSetky rovnaké, kedZe to by sme v pdvodnych rovniciach dostali 0 = 1. Prave
dve z nich st teda rozne, takze plati bud x =y >z ax+y+2=1,aleboz >y =z
ar+y+z=-—1

Vsimnime si, Ze trojica (z,y,z) vyhovuje pévodnej stustave prave vtedy, ked jej
vyhovuje ,opatna“ trojica (—z,—y, —z). Prechod k opacnej trojici nemeni zavedené
usporiadanie ¢isel v trojici a prevadza druhy pripad z predchadzajuceho odseku na
prvy z nich.

Staci preto vyriesit prvy pripad, kedz =y > zax+y+2 = 1. Todava z = 1 — 2z.
Dosadenim napriklad do rovnice (1) dostaneme po tprave z(3z — 4) = 0, takze x =
= 0 alebo x = %. Tomu zodpovedaju trojice (z,y, z) rovné (0,0,1) a (%, %, —g) Prvéa
trojica zrejme nespliia predpoklad = = y = z, a tak pdovodnej ststave vyhovuje iba
druhé trojica (skuska pri uvedenom postupe nie je nutna).

S prihliadnutim na zmeny poradia neznamych a prechody na opacné trojice ma

sustava 6 rieseni:
<4 4 _5) (_5 4 4) <4 _5 4)
3’3 3/ 3’3°3/)7\3 33/

G4 (350 (35

2. Dany je pravouholnik ABCD, pricom |AB| = a =2 b = |BC|. Na priamke BD
zostrojte body P a Q tak, aby platilo |AP| = |PQ| = |QC|. Uvedte diskusiu riesitelnosti
vzhladom na dlzky a, b. (Jaroslav Svrcek)

RieSenie. VSimnime si najskor, Ze sa ani zadanie tlohy bez podmienky a = b, ani
mnozina dvojic bodov (P, @), ktoré su jej rieSeniami, nezmeni, ked navzajom vymenime
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oznacenie vrcholov B a D. Podmienku a = b preto uplatnime az pre jednoduchsi zapis
zaverecnej diskusie o pocte rieseni.

Ozna¢me A’ a C’ kolmé priemety bodov A a C na priamku BD. Zrejme oba
priemety padni dovnutra usecky BD a plati |AA’| = |CC’|. Predpokladajme, Ze body
P a @ maja pozadované vlastnosti. Kedze |AP| = |CQ|, je P = A’ prave vtedy, ked
Q@ = C'. Ak nastane této situacia, buda body P, @ (ako body A’, C’) stmerne zdruzené
podla stredu S tsecky BD. To isté bude o bodoch P, @) platit aj v pripade, ked A" =
= (' (= S) — vtedy st pravouhlé trojuholniky APS, CQS zhodné podla vety Ssu,
takze |PS| = |@S|, pricom nemdze byt P = Q).

Tieto ,symetrické“ pripady P = A’, Q = C’, A’ = (' teda z dalsieho rozboru
vyltéime. Prave tak vylucime aj moznost, Zze by bod @ lezal na tsecke A'P, kedze
by potom podTla obr.1 platilo |[AP| > |A’P| = |PQ)|, ¢o odporuje poZziadavkam tlohy.
A symetricky ani bod P nemdZe lezat na tisecke QC’. V rozbore opakovane vyuZijeme
rovnost |A'P| = |C'Q)|, ktord vyplyva z trojuholnikov A’PA a C'QC, ktoré sa zhoduju
podla vety Ssu.

P Q A

A
Obr. 1

Za predpokladov P # A", Q #C', A’ #C", Q ¢ AP a P ¢ C'Q rozlisime mozné
polohy bodov P, Q na priamke A’C’ nasledovne:
1. P lezi na polpriamke opacnej k polpriamke A’C”:
a) @ lezi na usecke A'C’ (obr.2). Potom z |A'P| = |C'Q| mame |PQ| = |A'C’|,
takze |AP| = |A'C’|.
b) @ lezi na polpriamke opacnej k polpriamke C’P (obr.3). Vtedy z |A'P| =
= |C’Q| méme, ze body P, @) st simerne zdruzené podla stredu S tusec¢ky A'C’,
¢ize stredu uhlopriecky BD.

C
C
A S
A’ . P c Q
P “Q C’
A A
Obr. 2 Obr. 3

2. P lezi na tsecke A'C’:
a) @ lezi na usecke C’'P (obr.4). Vtedy podobne ako v pripade 1b mame, ze body
P, () st stimerne zdruzené podla stredu S uhlopriecky BD.

b) @ lezi na polpriamke opaé¢nej k polpriamke C’P (obr.5). Vtedy podobne ako
v pripade la mame |AP| = |A'C’|.
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A P S Al P,
QC ' c’ Q

Obr. 4 Obr. 5

3. P lezi na polpriamke opacnej k polpriamke C’A’:

Bod @ potom musi lezat na polpriamke opacnej k polpriamke A’C” (obr.6).

Podobne ako v pripade 1b tak mame, Ze body P, Q st stmerne zdruzené podla

stredu S uhlopriecky BD.

Dokézali sme, ze bud st body P, () simerne zdruZzené podla stredu S, alebo plati
|AP| = |A’C’|. Opiseme najskor konstrukciu v prvom pripade, ktory zahina aj situdcie,
ked P = A’, Q = C" alebo A’ = (', ktoré sme na tGvod z nasho rozboru vylucili.
Vtedy plati |[AP| = |PQ| = 2|PS|. Naopak, ak niektory bod P priamky BD bude
spliiat rovnost |AP| = 2|PS|, tak k nemu jednoznac¢ne zostrojime bod @ stimerne
zdruzeny podla stredu S, priom bude platit |AP| = |PQ| = |QC|. Zameriame sa teda
na konstrukciu bodu P.

Ozna¢me D’ priesecnik priamky AC' a rovnobezky s AP bodom D. Trojuholniky
SPA a SDD’ st rovnolahlé so stredom S. Kedze |AP| = 2|PS|, je |DD'| = 2|DS|.
Z toho uz vyplyva konstrukcia, v ktorej najskor zostrojime bod D’. Také body st vzdy
dva, pricom jeden lezi na polpriamke SA (obr.7) a druhy na polpriamke SC' (obr. 8).
Nasledne zostrojime bod P ako priesecnik rovnobezky bodom A s priamkou DD’. Kedze
méame dve mozné polohy bodu D’, budeme mat dve mozné polohy bodu P, a tak v tomto
pripade budu existovat vzdy prave dve rieSenia.

D/
D C D C

D/
Obr. 7 Obr. 8
V druhom pripade |AP| = |A’C’| mdéZeme uz predpokladat, ze A" # C’. Podla
rovnosti |AP| = |A'C’| lahko ndjdeme bod P ako prieseénik priamky BD s kruzni-
cou k(A,|A’C"]). V pripade |A'C’| > |AA’| dostaneme dva priese¢niky, ¢ize dve rieSenia,
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v pripade |A'C’| = |AA’| jedno rieSenie a napokon ziadne riesenie v pripade |A'C’| <
< |AA’|. Mozné rieSenia zodpovedaju pripadu la (obr.9), resp. 2b (obr.10). V oboch
z nich je poloha bodu @ uréené jednozna¢ne a lahko spétne ukdzeme, Ze plati |AP| =
= |PQ[=QC].
P k k
D C D C

A’ A’
> O .

c’ c’

Obr.9 Obr. 10

Postdime teraz, kedy niektoré riesenia z prvého a druhého pripadu splyvaju. Ak
maji body P, @ simerne zdruzené podla stredu S navyse spliiat aj podmienku |PQ| =
= |AP| = |A'C’|, stane sa tak jedine v situacii, ked {P,Q} = {A’,C'}. T4 je zrejme
mozna, iba ked P = A" a Q = C’, ¢o vedie k rovnosti |A'C’| = |AA’|. T4 vSak znamena
prave to, ze kruznica k sa dotyka priamky BD v bode A’, a preto (jediné) rieSenie
z druhého pripadu splyva s tym z dvoch rieSeni prvého pripadu, pri ktorom P = A’.
Uloha potom mé celkom dve rieSenia (obr. 11 a 12).

D C D C
L= Q
Q=0 4
A B A B
Obr. 11 Obr. 12

Zistili sme, ze pocet rieseni z druhého pripadu, rovnako ako splynutie jediného
jeho riesenia s jednym rieSenim prvého pripadu, zavisi od pomeru |A'C’| : |AA’|, ktory
staci vyjadrit pomocou pomeru p = a : b iba v pripade, ked a = b, ¢ize p = 1. Podla
Euklidovej vety o odvesne plati |[DA’| = v*/|BD| < a?/|BD| = |DC’|, odkial |A’C’| =
= (a2 — b%)/|BD|. Dalej |AA’| = 2545p/|BD| = ab/|BD], takze

a? — b2 1

ab :p_ﬁ

A'C) - |AA| =

Pritom p — 1/p = 1 préave vtedy, ked p = %(1 +1/5), ¢o je hodnota takzvaného zlatého
rezu oznacovaného . Vysledky mozno zhrnit takto:

a C e . a e
3 > : 4 rieSenia, 1= 7 < ¢: 2 rieSenia.

Pozndmka 1. Namiesto skiimania dlzok na priamke A’C’ sme mohli skiimaf uhly. Vdaka,
zhodnosti trojuholnikov APA’, CQC’ totiz plati |{APQ| = |£CQP)| alebo |LAPQ| +
+ |£CQP| = 180°. Pomocou toho sa da vysetrit, ze v pripadoch 1b, 2a, 3 tvoria body
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A, C, P, Q rovnobeznik s uhloprieckami AC, PQ, takze P, () s sumerne zdruzené
podla stredu S. Dalej v pripadoch 1a (obr.13) a 2b (obr. 14) mézeme definovat A” ako
obraz bodu A v osovej simernosti podla priamky BD a dokazat, ze body A”, P, Q, C

tvoria kosoStvorec, v ktorom |A” P| = |A”C|, ¢o uz déva navod, ako zostrojit bod P.
A// A//
D/ ¢ D/ C
L
P
A B>\ A 5
Obr. 13 Obr. 14

Poznamka 2. Konstrukciu v symetrickom pripade sme mohli spravit aj pomocou Apollo-
niovej kruznice. Hladdme mnozinu bodov P takych, ze |AP| = 2|PS|. Zostrojime teda
bod R na tsetke AS taky, ze |AR| = 2|RS|. Dalej plati |[AC| = 2|SC|. Je zname,
7e hladand mnozina bodov je kruZnica nad priemerom RC. Tato kruznica pretina
polpriamku SD v jednom bode (obr. 15) a polpriamku SB v druhom bode (obr. 16).

D C D C

Obr. 15 Obr. 16

3. Nech a, b, c, n su kladné celé cisla take, Ze su splnene nasledujice podmienky:
(i) ¢isla a, b, ¢, a+ b+ ¢ si po dvoch nesiudelitelné;
(ii) cislo (a+ b+ c)(a+b)(b+ c)(c+ a)(ab+ bc + ca) je n-tou mocninou celého
cisla.
Dokdzte, Ze sicin abc sa dd zapisat ako rozdiel dvoch n-tych mocnin celyjch cisel.

(Patrik Bak)

RieSenie. Dokazeme, ze éisla A = (a+b+c¢)(ab+bc+ca) a B= (a+b)(b+¢)(c+ a)
st nesudelitelné. Predpokladajme, Ze to tak nie je. Potom existuje prvocislo p, ktoré
deli obe ¢isla A, B. Kedze p | B, tak p deli aspon jedno z ¢isel a + b, b+ ¢, ¢ + a. Bez
ujmy na vSeobecnosti nech je to a + b. Potom ale nemdze platit p | a + b + ¢, lebo by
bolo p | ¢, ¢o je v spore s predpokladom (i). Nutne teda p | ab+ be+ ca = ab+ c(a +b),
z ¢oho vyplyva p | ab, takze p deli aspoii jedno z ¢isel a, b, ¢o spolu s relaciou p | a +b
znamend, ze deli obe ¢isla a, b, ¢o je opét v spore s (i).

Cisla A, B st teda naozaj nesudelitelné a navyse ich suéin AB je podla pred-
pokladu (ii) n-t4 mocnina celého ¢isla. Preto musi aj kazdé z ¢isel A, B byt n-tou
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mocninou celého ¢isla. Lenze abc = A — B, takZe je to naozaj rozdiel dvoch n-tych
mocnin celych c¢isel. Tym je tvrdenie tilohy dokéazané.

Pozndmka. Trojica (a,b, c) = (341, 447,1235) vyhovuje zadaniu pre n = 2.

4. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Na polpriamke opacnej k polpriamke BC' lezi
bod P taky, Ze |AB| = |BP|. Analogicky na polpriamke opacnej k polpriamke CB lezi
bod Q) taky, zZe |AC| = |CQ|. Oznacme J stred kruznice pripisanej strane BC' daného
trojuholnika a D, E postupne jej body dotyku s priamkami AB a AC. Predpokladajme,
Ze polpriamky opacné k polpriamkam DP a EQ sa pretinaji v bode F roznom od J.
Dokazte, Ze AF 1 FJ. (Patrik Bak)

Riesenie. KedZze body A, D, E, J lezia na kruznici s priemerom AJ, sta¢i na dokaz
kolmosti AF 1 F.J overit, Ze na tejto kruznici lezi aj bod F' (obr.17). Nech G je
dotykovy bod uvazovanej pripisanej kruznice so stranou BC. Potom z rovnosti |[AB| =
= |BP| a|BD| = | BG| vyplyva zhodnost trojuholnikov ABG = PBD (sus) a podobne
z rovnosti |AC| = |CQ| a |CE| = |CG| zhodnost ACG = QCE. Postupne tak
dostavame |[LAFEF| = 180° — |{CEQ| = 180° — |{CGA| = |{BGA| = |{BDP| =
= |[{LADP)|. Odtial |{AEF|+ |£ADF| = 180°, ¢o uz znamena, ze bod F' lezi s bodmi
A, E, D na jednej kruznici, ako sme potrebovali dokézat.

Poznamka. Potrebny zaver, ze Stvoruholnik ADF'E je tetivovy, moZzno odvodit, ako
teraz ukézeme, aj pomocou druhej dvojice jeho protilahlych vnatornych uhlov pri
vrcholoch A a F. Zo zhodnosti trojuholnikov ABG = PBD a ACG = QCE vyplyva,
7ze |[{DAE| = |{BAC| = |{BAG| + |£GAC| = |{BPD| + |£CQFE| = |{QPF| +
+ |APQF| =180° — |[{PFQ| = 180° — |{DFE)|, ¢ize |{DAE|+ |{DFE| = 180°.



5. Dokdzte, Ze existuje nekonecne vela celjch c&isel, ktoré sa nedaji vyjadrit v tvare
2¢ +3b — 5¢ pricom a, b, ¢ s nezdporné celé ¢isla. (Jan Mazak, Tomas Barta)

RieSenie. Dokazeme, Ze dany vyraz po deleni 12 nikdy nedéva zvysok 7. Cisla 2¢, 3°
a —5¢ davaju po deleni 12 postupne zvysky z mnozin {1,2,4,8}, {1,3,9}, a {—1, —5}.
Pre kazdy sucet s troch ¢isel z tychto mnozin plati 1+ 1 -5 < s < 8+ 9 — 1, teda
—3 < s £ 16. Jedind mozné hodnota s davajica zvysok 7 po deleni 12 je teda s = 7. Ak
ale z tretej mnoziny vyberieme —1, musime z prvych dvoch vybrat ¢isla so stié¢tom 8,
¢o sa zjavne neda. Podobne dopadneme, ked z tretej mnoziny vyberieme —5. Cislo 7
teda nikdy nevyjadrime ako stcet troch cisel po jednom z kazdej z tychto troch mnozin,
¢o dokazuje, ze skimany vyraz nemoze byt rovny ¢islu tvaru 12k + 7, pricom k je celé
¢islo. A takych ¢isel je nekoneéne vela.

Poznamka. D4 sa overit, Ze kazdy iny zvysSok po deleni 12 skiimany vyraz nadobudat
moze. Tiez plati, ze pre kazdé prirodzené n < 12 skiimany vyraz moze nadobudat vSetky
mozné zvysky po deleni n. Naopak najmensie n > 12, pre ktoré sa nejaky zvysok znova
nenadobuda, je n = 20, pricom vtedy st nedosiahnutelné dokonca tri zvysky 11, 13 a 15.

Iné rieSenie. Skiimajme zvysky po deleni 20. Dokazeme, Ze niektory neparny zvysok sa
ned4 ziskat. Cisla 3° a —5¢ dvaji po deleni 20 zvysky z mnozin {1,3,7,9} a {—1,—5}.
Sucet dvoch c¢isel po jednom z tychto dvoch mnozin nadobida nanajvys 4 -2 = 8
hodnét, napospol parnych. Cislo 2% dava neparny zvysok iba pre a = 0, preto pre cely
viraz 2% 4+ 3% — 5 mame nanajvys 8 moznych neparnych zvyskov, takze po deleni 20
sa nedaju dostat najmenej dva neparne zvysky.

Pozndmka. Také zvysky st dokonca tri, a sice 11, 13 a 15. Na druhej strane sa da overit,
Ze vSetky parne zvysky st dosiahnutelné. (Nedosiahnutelné zvysky pre n < 30 ukazuje
nasledujica schéma.)
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6. Pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno do tabulky n x n vpisat vsetky celé c¢isla od 1
2 . . ’ . v/ v . . i . 7’

po n* tak, aby aritmeticky priemer c¢isel v kazZdom riadku aj stlpci tabulky bol celym

¢islom? (Laura Vistanova)

RieSenie. Potrebujeme dosiahnuf to, ze stcet ¢isel v kazdom riadku aj stipci bude
delitelny n. Obmedzime sa preto na vypliianie tabulky ¢slami 0,1,...,n — 1, pri¢om
kazdé z nich bude pouzité prave n-krat (lebo tak dostaneme zvysky vsetkych ¢isel od 1
do n?). Rozligime nasledujice pripady:

> n je neparne ¢islo. Uvazujme tabulku:

012...n-1

V kazdom stipci mame n rovnakych &isel, takze ich sacet je delitelny n. Stucty
v riadkoch st rovné 0+ 1+ ...+ (n — 1) = in(n — 1), €o je tiez nasobok n, lebo n je
neparne.
> n = 4k pre nejaké prirodzené k. V takom pripade rozdelme tabulku 4k x 4k na 4k>
stvorcekov 2 X 2 a uvazujme nasledujuci vzor:

T 4k — x
4k — x T

Takych Stvoréekov potrebujeme umiestnit prave 2k pre kazdé x = 1,2,...,2k — 1
a prave k pre x = 2k. Ostéva umiestnit ¢isla 0, ktoré ddme do zvySnych k Stvorce-
kov 2 x 2. Také vyplnenie tabulky bude zrejme vyhovovat zadaniu, kedze v kazdom
takomto §tvoréeku je stcet ¢isel v riadkoch aj stipcoch delitelny 4k a ich rozmiestnenie
v celej tabulke tato delitelnost neovplyvni.
> n = 4k + 2 pre nejaké nezaporné celé k. Pre k = 0 (teda n = 2) lahko zistime, Ze
pozadované vyplnenie neexistuje. Nech & = 1. Vtedy vypliime podtabulku 4 x 4
v lavom hornom rohu nasledovne:

1 4k +1 0 0
2k 2k+2 0 0
2k+1 0 2k 1
+

0 2k+1 2k+2 4k+1

Vidime, ze v kazdom riadku aj stipci je zatial stcet &isel delitelny 4k + 2. Zvysok
celej tabulky sa pritom dé rozdelit na Stvoréeky 2 x 2 a podobne ako v predoglom
pripade vyplnit pomocou tohto vzoru:

T 4k +2 —x
4k +2 — x x




Takych stvorcekov potrebujeme prave 2k pre x = 1 a © = 2k, prave k pre ¢ =
= 2k+1 a prave 2k + 1 pre kazdé z = 2,...,2k — 1. Tymto vyplnenim zrejme
zabezpedime, 7e v kazdom riadku aj stipci bude stcet ¢isel delitelny 4k + 2. Ostéva
doplnit ¢isla 0 do zvysnych k — 1 Stvorcéekov 2 x 2, ¢im doterajsie vyhovujice hodnoty
riadkovych ani stipcovych siaétov nezmenime.

Ulohe teda vyhovujt vetky prirodzené éisla n rozne od 2.

Iné riesenie. UkaZeme alternativne riesenie pre pripady n = 4k a n = 4k + 2, pricom
k je prirodzené cislo.

> n = 4k:
1 4k—1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 2k 2k
1 4k—-1 2 4k —-2 ... 2k—1 2k+1 2k 2k
1 4k—-1 2 4k -2 ... 2k—1 2k+1 2k 2k
1 4—-1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 0 O
1 4k—-1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 0 O
1 4k—-1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 0 O
1 4—-1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 0 O

Vidime, zZe ¢isla v riadkoch sa daju sparovat do dvojic so stc¢tom delitelnym 4k,
takze ich celkovy sucet je delitelny 4k. V prvych 4k — 2 stipcoch méame po 4k rovnakyjch
Cisel, takze ich stcet je tiez nasobok ¢&isla 4k. Stéty v poslednych dvoch stipcoch st rovné
2k - 2k = 4k?, ¢o je tiez ¢islo delitelné 4k.

> n =4k + 2.

Vsimnime si najskor, ze Iubovolné ¢isla aq,as, ..., a;, pricom kazdé z nich méame
k dispozicii I-krat, dokdZeme umiestnit do tabulky [ x [ tak, ze sucet ¢isel v kazdom
riadku aj stlpci bude rovnaky:

ai as ... Q-1 a;
as as ... aj a1
t(ar,az,...,a;) =
aj—1 a ... a-3 ap-2
ay a ... Q-2 a1

Tuato konstrukciu vyuzijeme takto: Rozdelme mnozinu {0, 1, ...,4k+1}\{0,2k + 1}
TubovoInym spdsobom na dve disjunktné skupiny A, B také, ze |A| = 2k —1 (teda |B| =
= 2k + 1). Teraz vytvorime $tyri postupnosti 2k + 1 ¢isel

0,0,A, 2k+1,2k+1,A, B, B,

pri¢om pre kazdu z nich vytvorime opisanym spésobom tabulku (2k + 1) x (2k + 1).
Tieto $tyri tabulky potom dame k sebe do koneénej tabulky (4k + 2) x (4k + 2) takto:

£(0,0, A) t(B)
t(B)  t(2k+ 1,2k +1, A)
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V takej tabulke je kazdé z ¢isel 0,1, ...,4k + 1 pouzité prave (4k + 2)-krat. Ostéava
overif, ze stéty vo vietkych riadkoch a stipcoch sti delitelné ¢islom 4k + 2. Stcet ¢isel
v postupnostiach A, B je dokopy rovny s =14 ...+ (4dk+ 1) — (2k + 1) = 2k(4k + 2),
takze je delitelny 4k + 2. Jednotlivé riadky a stipce vyslednej tabulky maja saéty s
(prvych 2k + 1 riadkov a stipcov) a s + 4k + 2 (zvysné riadky a stipce), takze aj tie st
delitelné ¢islom 4k + 2, preto vytvorend tabulka naozaj vyhovuje zadaniu.
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