68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Pre nezdporné redlne cisla a, b plati a + b = 2. Urcte nagmensiu a najvicsiu mozni
hodnotu vyrazu
2 12
a“+b
y=atr
ab+1

(Patrik Bak)
Riesenie. Vyraz V upravme nasledujicim sposobom:

a4+ (a+b)*—2ab  4—2ab _  3(1—ab)

= = = = 1
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Vdaka tomu, ze ab = 0, z predposledného vyjadrenia vyrazu V vyplyva odhad
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pritom rovnost V = 4 je dosiahnutéa prave vtedy, ked ab = 0, ¢o spliiaji dve pripustné
dvojice (a,b) = (2,0) a (a,b) = (0, 2).

Zo znamej nerovnosti vab < +(a + b) medzi aritmetickym a geometrickym prie-
merom dvoch nezapornych cisel a, b a z podmienky a + b = 2 vyplyva, zZe Vab <1,
a teda tiez ab < 1. Preto je zlomok v poslednom vyjadreni (1) nezaporny, a teda plati
V 2 1. Rovnost V = 1 pritom nastava prave vtedy, ked plati ab = 1, ¢o je podla nasho
odvodenia nerovnosti ab < 1 splnené pre jedint pripustnt dvojicu (a,b) = (1,1), lebo
iba v pripade a = b sa oba vyuzité priemery rovnaju.

Odpoved. Za danych podmienok mé vyraz V najmensiu hodnotu 1 a najvicsiu hod-
notu 4.

Iné riesenie. Tentoraz pred upravou vyrazu V domnho dosadime b = 2 — a:

a®+(2—a)®  24*—4a+4 6 6

V= - S S R ST R—
al2—a)+1 —a?+4+2a+1 +—a2—|—2a—|—1 +2—(@—1)2

(2)

KedZe zo zadania vyplyva 0 < a < 2 ¢ize —1 < a—1 =1, plati 0 < (a—1)2 < 1. Z toho
pre menovatel posledného zlomku v (2) vyplyvaji odhady 1 <2 — (a —1)? £ 2, a teda
su splnené nerovnosti

Podla nésho postupu pritom rovnost V' = 4, resp. V' = 1 nastane prave vtedy, ked
hodnota (a — 1)? bude rovna jednej, resp. nule, ¢o vedie na rovnaké dvojice (a,b) ako
v prvom rieSeni.

Iné rieSenie. Ak nijdeme dosiahnutelné hodnoty V' =1, V = 4 a napadne nés, Ze to
budi hladané extrémy vyrazu V za danych podmienok na ¢isla a a b, mdozeme potrebné
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nerovnosti V' = 1 a V' < 4 overif pomerne lahko ich ekvivalentnymi iipravami, napriklad
tak, Ze po odstraneni zlomku v oboch pripadoch vyuzijeme rovnost 4 = (a + b)?:

a?+b a? +b°

ab+1 =7 ab+1 =~ 7
a?+b%>ab+1, a? 4+ b < 4ab + 4,
4a® + 4b* = 4ab + (a + b)?, a® +b* < 4ab + (a + b)?,
3(a—b)? =0, 0 < 6ab.

KedZe obe koneéné nerovnosti platia, je celé rieSenie hotové. (Zaroven sme zistili, ze
rovnost V = 1, resp. V = 4 nastane prave v pripade, ked pripustné ¢&isla a, b spliaji
podmienku a = b, resp. ab = 0.)

Za tiplné riesenie dajte 6 bodov, z toho po 2 bodoch za dékazy nerovnosti V2 1, V < 4 a po 1 bode za
priklady dvojic (a,b), pre ktoré v dokdzanych nerovnostiach nastant rovnosti, pri¢om nepozadujeme
odvodenie prikladov dvojic uvedenym rozborom, staci ich uviest. Ak vSak st obe spravne hodnoty 1 a 4
len uhadnuté, dajte dokopy iba 1 bod, a to iba za predpokladu, Ze obe hodnoty st dolozené prikladmi
dvojic (a,b).

2. Ndjdite vietky osemciferné ¢isla s touto vlastnostou: ked vyskrtneme v éisle jeho prvé
dve a jeho posledné dve cifry, dostaneme stvorciferné cislo, ktore je 2 019-krat mensie
ako ¢islo povodné. (Pavel Calabek)

Riesenie. V Tubovolnom vyhovujicom osemcifernom éisle N oznaéme A jeho prvé
dvojéislie, B nasledujuce Stvorcislie a C' posledné dvojéislie. Ak budeme A, B, C chapat
ako Cisla zapisané v desiatkovej ststave, plati 10 < A <99, 1000 < B < 9999 (podla
zadania je ¢islo B Stvorciferné, takze jeho zapis nezaéina nulou), 0 < C' < 99. Povodné
¢islo N potom mé vyjadrenie N = 1064 + 102B + C, ktoré ma podla zadania spliat
rovnicu

104+ 10°B + C =2019B, ¢&ize 10°A+C =1919B.

Zapisme ju vzhladom na rozklad 1919 = 19 - 101 ako rovnicu
(101 —1)*A+C =19-101- B,
z ktorej vyplyva, ze ¢islo 101 je delitelom celého ¢isla C' — A, pretoze
(101 —1)°A+C = (101°4A —3-101°A + 3- 1014 — A) + C = 101k + (C — A),

pricom k je vhodné celé ¢islo. Kedze vSak z uvedenych odhadov pre ¢isla A a C
vyplyvaju nerovnosti —99 < C' — A < 89 a v intervale (—99,89) lezi jediny nasobok
¢isla 101, konkrétne ¢islo 0, musi platit C' — A = 0. Po dosadeni C = A dostaneme
zjednodusenti rovnicu

(10 +1)A=19-101- B,

ktorej obe strany uz moézeme vydelit ¢islom 101, lebo 10 + 1 = 101 - 9901, a dospiet
tak ku konec¢nej rovnici
9901A = 19B.



Z toho vdaka nesudelitelnosti ¢isel 9901 a 19 (plati totiz 9901 = 521-19+2) vyplyva, Ze
stvorciferné ¢islo B je nasobkom ¢isla 9901, a preto posledna rovnica je v nasej situacii
splnené jedine tak, ze je B =9901 a A = 19 (a teda tiez C' = 19).

Odpoved. Ulohe vyhovuje jediné osemciferné ¢islo 19990 119.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za vhodné oznacenie ¢isel A, B, C a zostavenie rovnice dajte 1 bod,
2 body za pozorovanie, ze 101 musi delit A-10641, 1 bod za odvodenie 101 | C — A, 1 bod za odvodenie
rovnosti C' = A a 1 bod za dorieSenie rovnice 9901 = 19B (nesudelitelnost ¢isel 9901 a 19 je nutné
aspon uviest, jej dokaz vSak nevyzadujeme).

Ak riesitel delitelnost ¢islom 101 neuplatni a dospeje iba k zaveru 1919 | A-10° + 1, dajte 1 bod.

3. Dana je kruznica k so stredom S a tetivou AB, ktord nie je jej priemerom. Na
polpriamke opacnej k polpriamke BA je vybrany lubovolny bod K rozny od B. Dokdzte,
ze kruznica opisand trojuholniku AKS pretina kruznicu k v takom bode C, ktory je
sumerne zdruzeny s bodom B podla priamky SK. (Sarka Gergelitsova)

Riesenie. Bod C musi lezat na kruznicovom obliku ASK medzi bodmi S a K (obr.1).
Obluku C'K tak prislichaji zhodné obvodové uhly C'SK a C'AK. Druhy z nich je pritom
uhol SAB pri zakladni AB rovnoramenného trojuholnika SAB), takze sa rovna polovici
konvexného stredového uhla BSC'. Tej sa teda rovné aj uhol CSK, takze priamka K5
rozpoluje uhol BSC'. Preto je aj osou zdkladne BC rovnoramenného trojuholnika SBC
a dokaz tvrdenia je ukonceny.

Obr. 1

Iné riesSenie. Vdaka polohe bodu C na kruznicovom obliku ASK (obr. 2) je Stvoruhol-
nik AKCS tetivovy, a tak sa jeho vntitorné uhly KC'S a K AS doplhajt do 180°. Aviak
druhy z tychto uhlov, totozny s uhlom BAS, je vdaka rovnosti |AS| = |BS| zhodny
s uhlom ABS, ktory sa zasa dopliia do 180° s vedlajsim uhlom K BS. Spolu dostdvame
zhodnost uhlov KBS a KCS. St to vnatorné uhly trojuholnikov BKS a CK S, oba
protilahlé k ich spoloénej strane KS. Kedze vdaka zadaniu tlohy navySe plati |BS| =
= |CS| < |KS|, st trojuholniky BKS a CKS zhodné podla vety Ssu, a teda ich
vrcholy B a C st naozaj simerne zdruzené podla priamky K S, ako sme mali dokézat.
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A B K
Obr. 2

Za tuplné riesenie dajte 6 bodov, absenciu zmienky o polohe bodu C na obliku ASK pritom nepena-
lizujte.

Pri prvom postupe dajte 2 body za rovnost uhlov CSK a CAK, 2 body za vztah medzi uhlami
BAC a BSC, zvys$né 2 body za zéverecnu tvahu o rovnoramennom trojuholniku SBC.

Pri druhom postupe dajte 4 body za dokaz zhodnosti uhlov KBS a KCS (z toho 2 body za vztah
medzi uhlami KCS a K AS —len za zmienku o tetivovom §tvoruholniku AKCS Ziadny bod neudelujte)
a 2 body za uplatnenie vety Ssu (ak pritom chyba porovnanie dlzok Ss, strhnite 1 bod).

4. Hovorime, Ze mnozina kladnych celych cisel je stvorcovd, ak je neprdzdna, konecnd
a ak sucin vsetkych jej prvkov je druhou mocninou celého cisla. DokdZte, Ze mnozZina
{1,2,3,...,20} md prdve 2'2 — 1 §tvorcovych podmnoZin. (Josef Tkadlec)

RieSenie. Vieme, Ze prirodzené ¢islo je druhou mocninou prave vtedy, ked v jeho
prvociselnom rozklade méa kazdé prvocislo parny pocet vyskytov. Prvocisla zo zadanej
mnoziny Z = {1,2,3,...,20} tvoria mnozinu P = {2,3,5,7,11,13,17,19}, zvysnych
12 cisel (jednotka a tie zlozené) potom mnozinu

Q ={1,4,6,8,9,10,12,14, 15, 16, 18, 20}.

KedZe ziadna zo Stvorcovych podmnozin mnoziny Z zrejme nemoze mat svoje prvky
napospol z P, musi obsahovat aspoti jedno ¢islo z Q.

Vysvetlime, preco naopak kaZdi z 2'? — 1 neprazdnych podmnozin X mnoziny Q
mozno jedinym spdsobom doplnif prvodislami z P tak, aby tym vznikla $tvorcova
mnozina (pripadne nie je nutné ani mozné doplnif ziadne prvocislo z P, ak je uz
samotna mnozina X Stvorcova). Vyplyva to z toho, Ze pre dant neprazdnu mnoZinu
X C Q dopliiajucimi prvoéislami z P musia byt prave tie, ktoré sa v prvociselnom
rozklade ¢isla rovného stcinu prvkov z X vyskytuji v neparnom pocte. Takto vytvorené
Stvorcové mnoziny v pocte 212 — 1 (= 4095) st zrejme navzajom rozne (lebo kazdd m4
s mnozinou Q iny prienik), preto je pocet vSetkych Stvorcovych podmnozin mnoziny Z
naozaj rovny 2!2 — 1, ako sme mali dokazat.

Iné riesenie. UkaZzeme, Ze rovnakt myslienku mozno uplatnit aj pri konstrukcii Tu-
bovolnej Stvorcovej mnoziny X C {1,2,3,...,20}. Budeme postupne rozhodovat, ktoré
z aktudlnych ¢isel 20,19, ...,1 (radenych zostupne) do X zaradif a ktoré nie, sledujtc
pritom rozklad sucinu vSetkych doposial vybranych ¢éisel na prvocinitele (tento [prazdny]
stéin povazujeme za rovny 1, kym nevyberieme prvé ¢islo).
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> Ak je aktudlne ¢islo n zlozené alebo rovné jednej, mozeme sa rozhodnut Tubovolne
(vybrat ho, alebo nevybrat), pretoze ak je n > 1, st vSetky jeho prvocinitele mensie
a budu aktudlne neskor.
> Ak je aktudlne ¢islo n rovné prvocislu p, mame pri rozhodovani o jeho vybere
poslednit moznost, ako ovplyvnit paritu poctu jeho vyskytov v rozklade aktuélneho
sucinu doposial vybranych ¢isel. Potrebujeme, aby sa tento pocet bud zmenil
z neparneho ¢isla na parne — vtedy p vyberieme, alebo aby zostal parny — vtedy p
nevyberieme (ako to bude vzdy pri aktualnych prvodéislach 19, 17, 13 a 11).
Opisané jednoznac¢né rozhodnutia o kazdom aktualnom prvocisle ndm zarucia, ze mno-
zina X vsetkych vybranych ¢isel po ukonceni celej konstrukcie bude Stvorcova. Kedze
pritom dve moznosti (vybrat, ¢i nevybrat) budeme mat pre prave 12 aktualnych ¢isel,
a to 20, 18, 16, 15, 14, 12, 10, 9, 8, 6, 4 a 1, bude celkovy poéet moznych vyberov 2'2,
v jednom pripade ale dostaneme prazdnu mnozinu X, ktora je zadanim tlohy vylicena.

Iné riesenie. Ukazeme, Ze tlohu mozno (aj ked komplikovanejsie) riesit istym rozborom
moznosti, pri ktorom budeme dbat na zastipenie jednotlivych prvocisel v stucine éisel,
ktoré budeme do Stvorcovej mnoziny po etapach vyberat.

Prvocisla 11, 13, 17 a 19 sa zrejme v ziadnej zo zapocitanych Stvorcovych mnozin
nemozu vyskytovat. Cisla z mnoziny C = {1,4,9,16} st sami druhymi mocninami,
preto ich doplnenie ¢i naopak odstranenie nemé na Stvorcovost takto upravovanej
mnoziny vplyv (aby to bolo korektné vyjadrenie, povazujme docasne za Stvorcovi aj
prazdnu mnozinu). Odhliadnime teda od doposial spomenutych ¢isel a uréme najskér,
kolko $tvorcovych podmnozin mé mnozina zvysnych ¢isel

M = {2,3,5,6,7,8,10,12, 14, 15,18,20}.

V rozklade kazdého ¢isla z M mé niektoré z prvocisel p € {2,3,5,7} neparny pocet
vyskytov, pritom do S$tvorcovej podmnoziny musime vybrat ¢isla z M prave tak, aby
pre kazdé prvocislo p bol vybrany pdrny pocet ¢isel, ktoré maji vo svojom rozklade
nepdrny pocet vyskytov p. Mame teda vybrat parny pocet ¢isel z kazdej zo skupin

{7,14}, {5,10,15,20}, {3,6,12,15}, {2,6,8,10, 14, 18}. (S)

Tieto skupiny ale nie st po dvoch disjunktné, ¢o komplikuje postup vyberov cisel
z tychto skupin pre lubovolna $tvorcovi podmnozinu M, na ktory by sme chceli uplatnit
kombinatorické pravidlo su¢inu. Rozdelme preto mnozinu M na (disjunktné) skupiny
nasobkov jednotlivych prvodéisel podla najvicésieho z prvocisel, ktoré maja v rozklade
daného cisla neparny pocet vyskytov:

Ny = {7,14}, N5 = {5,10,15,20}, N3 = {3,6,12}, Ny = {2,8,18}.

Z tychto uzsich skupin (v uvedenom poradi) budeme vyberat ¢isla do Tubovolnej
stvorcovej podmnoziny M, a to tak, aby sme dodrzali podmienku na zastipenie cisel
z povodnych skupin uvedenych v (S). V prvych dvoch krokoch musime vybrat parny
pocet (0 alebo 2) ¢isel z Ny aj parny pocet (0, 2 alebo 4) ¢isel z N5. Na tieto dva vybery
tak mame 2 x 8 = 2* moznosti. Potom vzhladom na to, ¢ bolo, resp. nebolo vybrané
¢islo 15 € N5, musime z N3 vybrat neparny (1 alebo 3), resp. parny (0 alebo 2) pocet
¢isel. V oboch pripadoch tak budeme mat na vyber rovnako 4 = 22 moznosti, prvé tri
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vybery tak mozno spravit 2* x 22 = 2% spésobmi. Posledny, stvrty vyber ¢isel z Ny
bude zavisiet na tom, ¢i sme z ¢isel 14 € N;, 10 € N5 a 6 € N3 vybrali neparny, resp.
parny pocet — podla toho musime z Ny vybrat rovnako tak neparny (1 alebo 3), resp.
parny (0 alebo 2) pocet ¢isel. Aj teraz mame v oboch rozliSenych pripadoch pre vyber
¢isel z Ny rovnako 4 = 22 moznosti. Mozno teda naposledy uplatnif pravidlo stcinu
a dojst tak k zaveru, ze hladany pocet vSetkych Stvorcovych podmnozin M je rovny
26 x 22 = 28 KedZe pre kazdu z nich mame 2* moznosti pre doplnenie o éisla z C,
je celkovy pocet Stvorcovych podmnozin pévodnej zadanej mnoziny rovny 2814, teda
212 _ yratane tej prazdnej, za ktortd je teraz este nutné odéitat jednotku.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov, za drobné formalne chyby strhnite 1 bod.

Pri postupe z prvého riesenia dajte 1 bod za rozdelenie zadanej mnoziny na mnozinu P zastupe-
nych prvoéisel (z nej je mozné prvoéisla 11, 13, 17 a 19 rovno eliminovat) a na mnozinu zvys$nych &isel Q,
4 body za vysvetlenie, pre¢o kazdu skupinu ¢isel z Q mozno jedinym spdsobom doplnit niektorymi
prvocislami z P na stvorcovi mnozinu a 1 bod za dokoncenie dékazu.

Pri postupe z druhého riesenia dajte 1 bod za rozhodnutie konstruovat Stvorcovii mnozinu
postupnym rozhodovanim o zastupeni Cisel v klesajicom poradi, t.j. od ¢isla 20 k ¢islu 1, 2 body za
rozhodnutie o vSetkych aktudlnych cislach zlozenych a 3 body za rozhodnutie o vSetkych aktudlnych
prvodislach. Ak je vSak spravne rozhodnuté iba o prvoéislach 11, 13, 17, 19 a Stvorcovych ¢islach 1, 4,
9 a 16, dajte za taky pociatocny pokus o konstrukciu iba 1 bod.

Pri netplnom postupe z tretieho rieSenia dajte nanajvys 3 body, z toho 1 bod za eliminéaciu
prvocisel 11, 13, 17, 19 spolu s konstatovanim o indiferentnosti ¢isel 1, 4, 9 a 16. Druhy bod potom
dajte pri dalsich drobnych Gvahach o zastipeni &isel z vhodne vybranych mnozin, ako st napr. {7,14}
alebo {5,10,15,20}. Treti bod je mozné udelit iba pri vyraznejSom pokroku, akym je napr. tvaha
o tom, Ze Stvorcové mnoziny su prave tie, ktoré obsahuja parny pocet Cisel z kazdej zo Styroch skupin
uvedenych v (S).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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