68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Kazdé policko tabulky 68 x 68 mame ofarbit jednou z troch farieb (éervend, modrd,
biela). Kolkymi sposobmi to mozno spravit tak, aby kaZdd trojica susedngch policok
v kaZdom riadku a v kaZdom stlpci obsahovala policka vsetkych troch farieb?

(Josef Tkadlec)

Riesenie. Akonahle ur¢ime farby niektorych dvoch susednych poli¢ok jedného riadka
alebo stlpca tabulky, ofarbenie vietkych jeho dalsich poli¢ok je uz poziadavkami alohy
ur¢ené jednoznacne. Farby v kazdom riadku aj stlpci sa tak pravidelne striedaji s pe-
riédou 3.

Povedzme, Ze abcabc. .. je ofarbenie policok prvého riadka. Zo Siestich moznych
ofarbeni poli¢ok Tubovolného riadka

abcabc . . .,
bcabca . . . ,
cabcab . . .,
acbach . . .,
bacbac. . .,

cbacba . . .

zrejme pre druhy riadok prichadzaji do tivahy iba druhé a tretie. Akonahle jedno z nich
pre druhy riadok zvolime, druhé z nich musi byt ofarbenim poli¢ok tretieho riadka.
Stvrty riadok potom bude ofarbeny rovnako ako prvy, piaty ako druhy atd. s periédou 3.
Zhrnme nase uvahy. Pre ofarbenie abcabc . . . prvého riadka mame 3-2 = 6 moznosti
(3 pre volbu a, 2 pre volbu b). Pre ofarbenie druhého riadka, ako sme zistili, potom
méame dve moznosti. Ofarbenie dalsich riadkov je uz urcéené jednoznacne. Pocet vSetkych
vyhovujucich ofarbeni celej tabulky je teda rovny 6 - 2 = 12.
Za uplné rieSenie dajte 6 bodov. Za konstatovanie, ze sa farby v kazdom riadku pravidelne striedaja
s periédou 3 (aj bez podrobnejsicho vysvetlenia), dajte 2 body a dalsi bod za zdovodnenie, Ze pocet
moznosti ofarbeni jedného riadka je potom rovny 6. DalSie 2 body dajte za zdovodnenie, preco po
ofarbeni jedného riadka mozno dalsi riadok ofarbit dvoma spdsobmi, a posledny bod za zaver, Ze pocet

ofarbeni je rovny 12. Len za uhadnutie spravneho vysledku dajte 1 bod. (Rovnaké Gvahy samozrejme
platia aj pre stipce.)

2. Aky je najmensi mozZny siucet Styroch prirodzengch cisel takych, Ze dvojice vytvo-
ren€ z tychto c&isel maju najvicsie spoloéné delitele 2, 3, 4, 5, 6 a 92 Uvedte priklad
vyhovujucej stvorice s takym suctom a zdovodnite, preco neexistuje vyhovujica Stvorica
s mensgim suctom. (Tomas Jurik)

RieSenie. Dajme tomu, ze méame Styri ¢isla s pozadovanymi vlastnostami. Kedze prave
tri dvojice maju parneho najvicsieho spolo¢ného delitela, st prave tri z nich parne
a jedno neparne (nemozu byt vSetky parne a dve parne st na tri parne spolo¢né delitele
malo). Ozna¢me tri parne ¢isla a, b a ¢ tak, Ze pre ich najvicsie spoloéné delitele
s neparnym ¢islom d plati (d,a) = 3, (d,b) = 5, (d,c) = 9. Z toho potom vychadza, ze
parne c¢isla a, b, ¢ st postupne nasobky cisel 6, 10, 18 a ¢islo d je nutne nasobok 45.



Cisla a, ¢ maja spolo¢ného delitela 6, takze nutne plati (a,c) = 6. Hodnoty (a, b)
a (b, c) st preto v niektorom poradi ¢isla 2 a 4. Mame tak dve moZnosti:

Cisla a, b st nasobky 4. Potom &isla a, b, ¢, d st postupne nasobky &isel 12, 20,
18, 45. Takato vyhovujica stvorica ma najmensi sucet 12 + 20 + 18 4 45 = 95.

Cisla b, ¢ st nasobky 4. Potom ¢&isla a, b, ¢, d s postupne nasobky &isel 6, 20,
36, 45. Takato vyhovujica Stvorica mé najmensi stucet 6 4+ 20 + 36 + 45 = 107.

Najmensi mozny sucet je teda 95, comu zodpoveda Stvorica 12, 20, 18, 45.
Za iplné riesenie dajte 6 bodov. Z toho 1 bod dajte za uvedenie skutoénosti, ze tri zo styroch hladanych
¢isel su parne a jedno je neparne, a dalsi bod za zistenie, Ze jednotlivé ¢isla st nasobky 6, 10, 18 a 45.

2 body potom dajte za vyuzitie delitelnosti Styrmi a napokon 2 body za ziver a urcenie spravnej
Stvorice. Len za uhadnutie spravnej stvorice dajte 2 body.

3. Na strane AB rovnobeznika ABCD, v ktorom |AB| = 1, su zvolen€ body K a L
tak, %e |BK| = 3, |BL| = . Na strane CD st zvolené body P a Q tak, %e |CP| = 3
a |CQ| = % Priesecnik priamok LD a KP oznacme X, priesecnik priamok BD a L(Q)
oznaéme Y . Dokazte, Ze priamka XY rozpoluje stranu BC'. (Jaroslav Zhouf)
RieSenie. Trojuholniky K LX a PDX st zrejme podobné (podla vety uu). Ich pomer
podobnosti je rovny |[KL| : [PD| = ¢ : =1 : 3. V rovnakom pomere teda bod X
deli tsecku K P, takze |[KX| = b, pricom b = |BC|. Podla vety uu st podobné aj
trojuholniky BLY a DQY, pri¢om ich pomer podobnosti je |BL| : |[DQ| = % : % =
=1:2. Je teda |LY| = 3b.

Oznac¢me Z stred strany BC' uvazovaného rovnobeznika ABC D a vedme bodom X
rovnobezku so stranou AB (obr.1). Jej priese¢niky s tseckami L@ a BC ozna¢me
postupne M a N, takze |[LM| = |BN| = |[KX| = 1b, MY | = |LY|—|LM| = 3b— 1b =
= 5ba|NZ|=|BZ| - |BN| = ib— }b= ;b. Z toho vyplyva, ze
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a XNZ st podobné (podla vety sus). Ich vnitorné uhly pri spoloénom vrchole X st
teda zhodné, a preto stred Z strany BC' lezi na priamke XY
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Pozndmka. Ulohu mozno riesif aj vyuzitim poznatku, ze priamka XY prechidza vi-
cholom A, ¢o mozno tiez odvodit tvahami o podobnych trojuholnikoch. Z rovnosti
|AK| =, |AL| = 2, |[KX| = 1b, |LY| = 1b totiz vyplyva
|AK| 3 KX| b 3
AL
takze podobne ako vo vzorovom rieSeni dostdvame podobnost trojuholnikov AKX,
ALY, z ktorej uz vyplyva, ze body A, X, Y lezia na jednej priamke. Analogicky
dokazeme, ze napriklad aj trojice bodov A, X, Z lezia na jednej priamke, lebo
|AK| 1 IKX| b 1

1
2 _ = _ ,
|AB] 1 2’ |BZ| b 2

1
2_° — 47 _
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=

N[ =

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za vyjadrenie dlzok K X a LY pomocou dlzky strany BC,
2 body za uvazovanie rovnobezky bodom X a 2 body za dékaz kolineadrnosti pomocou podobnosti.

Pri postupe naznacenom v poznamke dajte 2 body za vyjadrenie dlzok KX a LY, dalsie 2 body
za dokaz kolinedrnosti bodov A, X, Y a 2 body za dokaz kolinedrnosti bodov A, X, Z (pripadne A, Y,
Z). Len za uhadnutie, Ze priamka XY prechadza vrcholom A, dajte 1 bod a zévery z toho vyplyvajice
uz nehodnotte.

4. Redlne cisla a, b, ¢, vSetky vicsie ako %, splriaji podmienku ab+bc+ca = %. Dokdzte,
Ze plati
a+b+c>a®+b*+ 2
(Patrik Bak)
5

Riesenie. Z predpokladanej rovnosti ab + bc + ca = § a z podmienok b > %, c > %
vyplyva g > %1 + %a + %a, t.j. 1 > a, a teda a > a?, lebo é&islo a je podla predpokladu
kladné. Analogicky dostaneme aj b > b2 a ¢ > ¢2. Séitanim poslednych troch nerovnosti

uz dostavame vytuzeni nerovnost
a+b+c>a*+b*+2A

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Z toho 3 body dajte za ddkaz, Ze uvazované realne ¢isla a, b, ¢ st
mensie ako jedna, a daldi 1 bod potom dajte za uvedenie odtial vyplyvajtcich nerovnosti a < a2,
b < b2, ¢ < c?. Za dokonéenie dékazu napokon udelte posledné 2 body. Len za uvedenie skutoénosti,
Ze vSetky tri ¢isla a, b, ¢ st mensie ako jedna (bez dokazu), neudelujte ziadny bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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