skmo.sk

68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z6

1. Ivan a Mirka sa delili o hrusky v mise. Ivan si vZdy berie dve hrusky a Mirka polovicu
toho, ¢o v mise ostdva. Takto postupne odoberali Ivan, Mirka, Ivan, Mirka a nakoniec
Ivan, ktory vzal posledné dve hrusky. Urcte, kto mal nakoniec viac hrusiek a o kolko.

(Monika Dillingerova)

Napad. Kolko hrusiek si vzala Mirka druhy raz?

Riesenie. Ivan si bral trikrat po dvoch hruskach, nakoniec tak mal 6 hrusiek. Aby
sme urdili, kolko nakoniec mala Mirka, postupne odzadu zistime, ako sa poc¢ty hrusiek
vyvijali. Na to si sta¢i uvedomit, Ze pred kazdym Ivanovym odoberanim bolo v mise
o dve hrusky viac a pred kazdym Mirkinym odoberanim bol v mise dvojnasobny pocet
hrusiek.

Ivan si pri svojom tretom odoberani vzal posledné 2 hrusky.

Mirka si pri svojom druhom odoberani vzala 2 hrusky, pred tym v mise boli
4 hrusky.

Ivan si pri svojom druhom odoberani vzal 2 hrusky, pred tym v mise bolo 6 hrusiek.

Mirka si pri svojom prvom odoberani vzala 6 hrusiek, pred tym v mise bolo
12 hrusiek.

Ivan si pri svojom prvom odoberani vzal 2 hrusky, pévodne v mise bolo 14 hrusiek.

Mirka si celkom vzala 8 hrusiek, nakoniec teda mala o dve hrusky viac ako Ivan.

2. Ernest si zo stvorcekového papiera vystrihol stvorec 4 x 4. Kristidn v niom vystrihol
dve diery, pozri dva cdierne Stvorceky na obrdzku. Tento utvar skusal Ernest rozstrihnut
podla vyznacenych ciar na dve zhodné casti. Ndjdite aspon Styri rozne sposoby, ako
to mohol Ernest spravit. (Pritom dve strihania povaZujte za rézne, ak casti vzniknuté
jednym strihanim nie si zhodné s castami vzniknutymi druhym strihanim.)

(Alzbeta Bohinikova)
Napad. Vsimnite si ur¢ité simernosti.

Riesenie. Jedno z najjednoduchsich moznych rozdeleni je naznacené na nasledujicom
obrazku:

Novo vzniknuté c¢asti st — rovnako ako povodny ttvar — stimerné podla stredu
ohranicujuceho stvorca. Predchadzajtce rozdelenie je mozné postupne modifikovat tak,
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aby stredovo simerné stvorceky patrili do réznych casti. Pridavanim, resp. odoberanim
Stvorcekov v prvom stipci dostdvame nasledujtice mozné rozdelenia:

"

Poznamka. Akékolvek dalsia modifikacia vedie bud k rozdeleniu zhodnému s niektorym
z predchéadzajucich, alebo k rozdeleniu, ktoré pozostava z viac nesuvislych casti. Uve-
dené Styri rieSenia teda predstavuju vSetky rézne sposoby rozdelenia.

3. Na obrdzku si naznacené dva rady Sestuholnikovych policok, ktoré doprava pokracuji
bez obmedzenia. Do kaZdého policka doplite jedno kladné celé cislo tak, aby sucin cisel
v lubovolnijch troch navzdjom susediacich polickach bol 2018. Urcte éislo, ktoré bude
v 2019. policku v hornom rade. (Lucie Ruzickova)

ceoee

Napad. Ktoré ¢isla mozete dopliat?

RieSenie. Prvociselny rozklad éisla 2018 je 2 - 1009. Cislo 2018 je teda mozné zapisat
ako stcin troch kladnych ¢isel iba dvoma sposobmi (az na zamenu poradia ¢initelov):

1-1-2018, 1-2-1009.

Do préazdnych poli¢ok je teda mozné doplnit iba niektoré z ¢éisel 1, 2, 1009 a 2018. Kvoli
jednoduchsiemu vyjadrovaniu si nezname ¢isla v prazdnych polickach oznacime:

S600C
600G

Aby platilo1-A-B=A-B-C, musi byt C = 1. Aby platilo A-B-C=B-C -2,
musi byt A = 2. Aby platilo B-C -2 = C -2 - D, musi byt D = B. Takto postupne
zistujeme

1=C=E, A=2=F, B=D=G atd

Cisla v poli¢kach sa teda pravidelne opakuji podla nasledujtceho vzoru:
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Aby teraz sucin Iubovolnych troch navzajom susediacich poli¢ok bol 2018, musi byt
B = 1009. V hornom riadku sa teda pravidelne strieda trojica ¢isel 2, 1, 1009. Kedze
2019 = 3 - 673, je 2019. policko tretim polickom v 673. trojici v hornom riadku. Preto
je v tomto policku ¢islo 1009.

Poznamka. Akonahle vieme, ktoré ¢isla sa mozu v polickach vyskytovat, mozeme ich
za¢at postupne dopliiat do niektorého z prazdnych policok a nasledne skiimaf, &
a pripadne ako pokracovat dalej. Tak mozno vylucit vSetky moznosti az na ti uvedent
vyssie. (Keby sme napr. doplnili A = 1, tak z poziadavky 1- A - B = 2018 vyplyva, zZe
B = 2018. Aby dalej platilo A - B - C' = 2018, muselo by byt C =1, a teda B-C -2 =
= 2018 - 1 - 2. Tento stcin vSak nie je 2018, preto A nemoze byt 1.)

Riesenie, z ktorého nie je zrejmé, preco vyssie uvedené doplnenie je jediné mozné,
nemdze byt hodnotené najlepsim stuptiom.

4. Pan Tichdcek mal na zdhrade troch sadrovych trpaslikov: najvicsieho volal Masko,
prostredného Jarko a najmensieho Fanko. KedZe sa s nimi rdd hrdval, ¢asom zistil, Ze
ked postavi Fanka na Jarka, si rovnako vysoki ako Masko. Ked naopak postavi Fanka
na Maska, meraji spolu o 34 cm viac ako Jarko. A ked postavi na Maska Jarka, si
0 72cm vyssi ako Fanko. Ako vysoki su trpaslici pana Tichdcka? (Michaela Petrova)

Napad. Znazornite si vSetky tri situdcie.

Riesenie. Vsetky tri situécie si znazornime takto:
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Kedze Jarko s Fankom na hlave meraji rovnako ako Masko, mozeme v druhej
a tretej situacii Maska touto dvojicou nahradit:
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Teraz je vSetko jasné: Dvaja Fankovia na sebe meraju 34 cm, jeden Fanko tak
meria 17cm. Dvaja Jarkovia na sebe meraji 72cm, jeden Jarko preto meria 36 cm.
Masko potom meria ako Fanko a Jarko dokopy, teda 17 4 36 = 53 (cm).

5. V nasledujicom priklade na scitanie predstavuju rovnaké pismend rovnaké cifry,
rozne pismend rozne cifry:

RAT AM
RAD

ULOHY

Nahradte pismend ciframi tak, aby bol priklad sprdvne. Ndjdite dve rozne nahradenia.

(Erika Novotna)
Napad. Zac¢nite s ciframi schovanymi za pismenami A a L.

RiesSenie. Najskor si v§imnime, Ze v priklade sa vyskytuje desat roznych pismen, teda
pri nahradzani budu pouzité vsetky cifry.

Dalej vidime, Ze s¢itame pifciferné éislo s trojcifernym a Ze na mieste tisicok sa
meni cifra. To je mozné jedine v pripade, ze dochadza k prenosu zo stlpca stoviek
(,prechod cez desiatku®). Vzhladom na to, Ze prislusny sucet je vzdy mensi ako 20,
musibyt A=9, L=0alU =R+ 1.

Teraz oba séitance na mieste desiatok su 9, teda by mohlo byt H = 8 alebo H =9
podla toho, & dochédza k prenosu z posledného stipca. Vzhladom na to, ze H a A
maju byt rézne, musi byt H = 8 a k prenosu z posledného stipca nedochadza. Pre cifry
v tomto stipci preto plati Y = M + D.

V stlpci na mieste stoviek prispieva prenos zo stipca desiatok a stcasne sim
prispieva do stlpca tisicok. Pre cifry v tomto stlpci preto plati 10 + O = T + R + 1.
Kvoli prehladnosti stanovené poznatky zhrnieme:

ROTI9M
R9D

U008Y, pricom U=R+1, O=T+R-9, Y=M+D.

Nezname pismend treba nahradit ciframi od 1 do 7 tak, aby platili vSetky uvedené
vztahy. Tu sa neda vyhnat skasaniu, ktoré méze byt znac¢ne zdlhavé. Vzhladom na
to, ze pismeno R sa opakuje, je vhodné zacat skusat odtial. Ukazuje sa, Ze pre vSetky
vyhovujice riesenia je R = 6, a teda U = 7. Zvy$né cifry od 1 do 5 mézu byt dosadené
nasledovne:

69591 69593 69492 69493
693 691 693 69 2

70284 70284 70185 70185

Pre uspokojivé vyrieSenie tlohy sta¢i najst dve z uvedenych nahradeni. Zémena M
a D je zrejmou moznostou, ako z jedného rieSenia odvodit druhé.

Pozndmka. Pred samotnym sktiSanim si mozno vSimnut, Ze aby platilo O = 1, musi byt
T+ R = 10. Vzhladom na to, Ze Ziadna z tychto cifier nemdze byt viésia ako 7, musi byt
ako T, tak R aspon 3. Z uvedenych vztahov dalej vyplyva, Ze Y musi byt tiez aspon 3
a U aspon 4. Cifry 1 a 2 preto musia byt niektoré dve pismend z trojice M, D a O.



6. V dvanastuholniku ABCDEFGHIJKL si kaZdé dve susedné strany navzdjom kolmé
a vsetky strany s vynimkou stran AL a GF su navzdjom zhodné. Strany AL a GF su
oproti ostatnym strandm dvojndsobne dihé. Usecky BG a EL sa pretinaji v bode M
a rozdelugu. dvandstuholnik na Sest ttvarov (tri trojuholniky, dva Stvoruholniky a jeden
pdtuholnik). Stvoruholnik EFGM md obsah 7cm?. Uréte obsahy ostatnych piatich
utvarov. (Eva Semerddova)

L K H G

Napad. Rozdelte obrazok na mensie navzdjom zhodné utvary.

RieSenie. Zo zadania vieme, Ze dvandstuholnik ABCDEFGHIJKL pozostava zo
Siestich navzajom zhodnych Stvorcov. Kazdy z tychto Stvorcov moze byt dalej rozdeleny
uhloprieckami na $tyri navzajom zhodné trojuholnicky. Dvanastuholnik teda pozostéva
z 24 navzajom zhodnych trojuholnickov, a to tak, ze kazdy z vyssie menovanych atvarov
je tvoreny niekolkymi takymito trojuholnickami:

L K H G

A B E F

C D

Stvoruholnik EFGM pozostava zo siedmich tjchto trojuholnickov a mé obsah
7cm?. Jeden trojuholni¢ek m4 preto obsah 1cm? a obsahy vsetkych ttvarov st

2 2
Sram =1cm®, Srgr = Sykr =2 cm?,

2 2
Scpems =5 cm®,  Sapmr = Seprceym =7 cm”.
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