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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Fero a Ddvid sa denne stretavaju vo vyjtahu. Raz rdno zistili, Ze ked vyndsobia svoje
sucasne veky, dostaniu 238. Keby to isté urobili za styri roky, bol by tento sucin 378.
Urcte sucet sucasnych vekov Fera a Ddvida. (Michaela Petrova)

Napad. Moze mat Fero (¢i David) 8, 15 alebo 47 rokov?

Riesenie. Cislo 238 mozno rozlozit na stéin dvoch ¢&sel nasledujtcimi sposobmi:
238=1-238=2-119=7-34=14-17.

Medzi tymito dvojicami st stucasné veky Fera a Dévida. Po pri¢itani 4 ku kazdému
z nich mame dostat suéin 378. Preberme vSetky moznosti:

(1+4)-(2384+4) = 1210,

(2+4)- (1194 4) = 738,
(T+4)-(34+4) =418,

(14+4) - (174 4) = 378.

Jedind vyhovujica moznost je ta posledna — jeden z chlapcov mé 14 rokov, druhy 17.
Sucet sucasnych vekov Fera a Davida je 31 rokov.

Pozndmka. Alternativne mozno vyhovujticu dvojicu néjst pomocou rozkladov 378, ktoré
su:

378 =1-3718=2-189=3-126=6-63 =7-54=9-42=14-27 =18 - 21.

Jediné dvojice v rozkladoch 238 a 378, v ktorych st oba ¢initele druhého rozkladu o 4
vécsie ako pri prvom, st 14 a 17, resp. 18 a 21.

Extrémne hodnoty v uvedenych rozkladoch mozno vylucit ako neredlne. Ak riesitel
s odkazom na tuto skuto¢nost nepreberie vSetky moznosti, povazujte jeho postup za
spravny.

Iné riesenie. Ak sucasny vek Fera oznac¢ime f a stcasny vek Déavida oznacime d, tak
informaécie zo zadania znamenaju

f-d=238 a (f+4)-(d+4) =378

Po roznasobeni Tavej strany v druhej podmienke a dosadenim prvej podmienky dosté-
vame

238 + 4f + 4d + 16 = 378,
A(f +d) =124,
f+d=31

Stcet sucasnych vekov Fera a Davida je 31 rokov.



2. Do triedy pribudol novy Ziak, o ktorom sa vedelo, Ze okrem anglictiny vie vyborne
este jeden cudzi jazyk. Traja spoluziaci sa dohadovali, ktory jazyk to je.

Prvy sudil: ,Francuzstina to nie je.“

Druhy hadal: ,Je to spanielc¢ina alebo nemcina.

Treti usudzoval: ,Je to Spanielcina.“

Vzapditi sa dozvedeli, Ze aspon jeden z nich hadal spravne a aspon jeden nespravne.
Urcte, ktory z menovanych jazykov novy Ziak ovlddal. (Marta Volfova)

Napad. Zaoberajte sa kazdym jazykom zvlast.

Riesenie. Keby onym jazykom, ktory novy ziak ovladal, bola francuzstina, tak by
vSetci traja spoluziaci hadali nespravne.
Keby onym jazykom bola Spaniel¢ina, tak by vSetci traja spoluziaci hadali spravne.
Keby onym jazykom bola nemcina, tak by prvy dvaja spoluziaci hadali spravne
a treti nespravne. Toto je jediny pripad, ked aspon jeden spoluziak hiada spravne a aspon
jeden nespravne. Novy ziak preto ovlada nemcinu.

3. Peter narysoval pravidelny Sestuholnik, ktorého vrcholy lezali na kruznici dizky 16 cm.
Potom pre kaZdy vrchol tohto Sestuholnika marysoval kruznicu so stredom v tomto
vrchole, ktord prechddzala jeho dvoma susednymi vrcholmi. Vznikol tak utvar ako na
obrazku. Urcte obvod vyznaceného kvietka. (Erika Novotna)

Napad. Hladajte (a zdovodnite) navzéjom zhodné ¢asti obrazka.

Riesenie. Vsetky kruznice na predchadzajicom obrazku st navzdjom zhodné. Preto
aj vyznacené usecky na nasledujiicom obrazku st navzajom zhodné a rovnako tak im
zodpovedajice obliky.




Dva obliky tvoriace okraj kazdého lupetia maji dvojnasobnt dizku ako prislusny
obluk pdévodnej kruznice, nad ktorym bol vytvoreny. Obvod kvietka je preto dvojna-
sobkom dlzky pévodnej kruznice, t.j. 32 cm.

4. Na styroch kartickach boli styri rozne cifry, z ktorych jedna bola nula. Vojto z karti-
ciek zlozil ¢o najvdcsie stvorciferné c¢islo, Martin potom ¢o najmensie Stvorciferné cislo.
Adam zapisal na tabulu rozdiel Vojtovho a Martinovho éisla. Potom Vojto z karticiek
zloZil ¢o najvicsie trojciferné ¢islo a Martin ¢o najmensie trojciferné ¢éislo. Adam opdt
zapisal na tabulu rozdiel Vojtovho a Martinovho ¢isla. Potom Vojto s Martinom podobne
2loZili dvojciferné ¢isla a Adam zapisal na tabulu ich rozdiel. Nakoniec Vojto vybral ¢o
najvdcsie jednociferné c¢islo a Martin ¢o najmensie nenulové jednociferné ¢islo a Adam
zapisal ich rozdiel. Ked Adam scital vsetky styri rozdiely na tabuli, vyslo mu 9090. Urdcte
Styri cifry na kartickdch. (Lucie Ruzickova)

Napad. Vyjadrite vysledok vSeobecne pomocou neznadmych cifier na kartickach.

Riesenie. Oznac¢me tri nenulové cifry na kartickach a, b, ¢ a predpokladajme, ze plati
a < b < c. Vojtove &isla postupne boli cba0, cba, cb a ¢, Martinove ¢&isla boli aObe,
a0b, a0 a a. Adamov stcet rozdielov dvojic tjchto &isel mozno v rozvinutom tvare, po
uprave, vyjadrit ako 1110c¢ 4+ 100b — 1100a. Podla zadania je tento sucet rovny 9090, ¢o
je ekvivalentné rovnici

111c¢ + 10b — 110a = 909, (1)

pricom 0 < a < b < ¢ < 10. KedZe na mieste jednotiek prispieva iba prvy séitanec,
musi byt ¢ = 9. Po dosadeni a tprave dostavame

1la — b =9,

pricom 0 < a < b < 9. Jedinym rieSenim tejto ulohy je dvojica a = 1 a b = 2. (Keby
a = 2, muselo by byt b = 13, ¢o nie je mozné.)
Na kartickach boli cifry 0, 1, 2 a 9.

Poznamka. Keby sme sa pri Adamovom sucte stustredili na hodnoty na mieste jednotiek,
desiatok atd., dostaneme namiesto rovnice (1) ekvivalentnii rovnicu

100(c — a) +10(b+ ¢ — a) + ¢ = 909.
Z toho vyplyva, ze ¢ = 9 a dalej bud b+ c—a =0, c—a =9, alebo b+ ¢ — a = 10,

¢ —a = 8. KedZe a a ¢ st rozne nenulové ¢isla, je rozdiel ¢ — a rozny od c. Preto musi
nastat druhd moznost a postupnym dosadzovanim uréime a =1 a b = 2.

5. Krdl dal murdrovi Vdclavovi za ulohu postavit mair hruby 25 cm, dlhy 50 m a vysoky
2m. Ak by Viclav pracoval bez prestavky a rovnakym tempom, postavil by mur za
26 hodin. Podla platnyjch kralovskiyjch nariadeni véak musi Viclav dodrziavat nasledujice
podmienky:

e Pocas prace musi spravit prave Sest polhodinovych prestdvok.

e Na zaciatku prdce a po kazdej polhodinove;j prestdvke, ked je dostatocne od-
dychnuty, moze pracovat o sturtinu rychlejsie ako normdlnym tempom, ale nie
dlhsie ako jednu hodinu.

e Medzi prestavkami musi pracovat najmenej 3/4 hodiny.
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Za aky najkratsi éas moze Viclav splnit zadani dlohu? (Jakub Norek)
Napad. Méze Vaclav rozvrhntf prestavky tak, aby plne vyuzil svoju oddychnutost?

RieSenie. Vaclav musi spravit prave Sest polhodinovych prestavok. Tym strati 6-1/2 =
= 3 hodiny. Prestavky moze rozvrhnut tak, Ze na zaciatku prace a po kazdej prestavke
moze pracovat celd hodinu zvysenym tempom (napr. pri rovnomernom rozdeleni). Tym
ziska 7-1/4 hodin, t.j. 1 hodinu a 45 minut.

Bez prestavok normalnym tempom by Vaclav pracoval 26 hodin. So vSetkymi
povinnymi prestavkami a vSetkymi dovolenymi zvySeniami tempa by Vaclav pracoval
26+3—7/4 hodin, t.j. 27 hodin a 15 minat. To je najkratsia doba, za ktortt moze svoju
ulohu splnit.

6. V lichobezniku KLMN md zdkladria KL velkost 40 cm a zdkladria M N md velkost
16 cm. Bod P lezi na usecke KL tak, Ze usecka NP rozdeluje lichobeznik na dve casti
s rovnakymi obsahmi. Uréte velkost usecky KP. (Libuse Hozova)

Napad. Pozmente utvary tak, aby sa vam lahSie porovnavali ich obsahy.

Riesenie. Usecka N P rozdeluje lichobeznik K LM N na trojuholnik K PN a lichobeznik
PLMN'. Lichobeznik K LM N ma rovnaky obsah ako trojuholnik KON, pricom bod O
na priamke KL je obrazom bodu N vzhladom na stredovi stmernost podla stredu
usecky LM . Podobne, lichobeznik PLM N mé rovnaky obsah ako trojuholnik PON.

N M

K P L 0]

Usecka N P rozdeluje lichobeznik K LM N na dve ¢asti s rovnakym obsahom préve
vtedy, ked P je stredom tsecky K O. Vzhladom na to, ze |KO| = |KL|+ |LO| a |[LO| =
= |[M N|, plati

404+ 16

|[KP| =
2

28 (cm).

Pozndmka. V Gvodnej Casti predchadzajticeho rieSenia je naznacené odvodenie zndmeho
vzorca S = W pre obsah lichobeznika so zékladtiami a a ¢ a vyskou v. Dosadenim

mozno poziadavku zo zadania vyjadrit pomocou rovnice

r-v (40416 —x)v

2 2 ’

pricom z = |K P|.
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