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59. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tiloh vyberového sustredenia

(Sustredenie sa konalo 11. -17. 4. 2010.)

1. Mnozina M obsahuje vSetky také prirodzené d¢isla, ktoré sa daju napisat v tvare
n? + n pre nejaké prirodzené &islo n. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo k > 1
existuju a1, as,... ,ar,b € M také, ze a1 < as < ---<ap <baay+az+---+ap=">.

2. V rovine je dany trojuholnik ABC' a jeho opisana kruznica k. Kruznica [ so stredom O
sa dotyka kruznice k v bode P a tsecky BC' v bode Q). Vieme, ze bod P lezi na obluku
kruznice k nad tetivou BC, ktory neobsahuje bod A. Dokazte, ze ak plati |[{CAO| =
= |{BAO|, potom aj |£{PAO| = |£QAO|.

3. Najdite vietky funkcie f:R — R také, ktoré pre vSetky realne z, y spliaji

f(f (@) +y) = fa® —y) +4f(@)y.

4. Nech n je neparne celé c¢islo vacsie ako 1 a nech ¢y, co, ..., ¢, st kladné celé cisla.
Pre kazda permutaciu a = (a1, as,... ,a,) ¢isel 1, 2, ..., n definujeme
n
S(a) = Z Cit;.
i=1
Dokéazte, ze existuju dve rozne permutacie a, b cisel 1, 2, ..., n také, Ze rozdiel
S(a) — S(b) je delitelny éislom n! =1-2-...-n.

5. Trojposchodové schodisko so sirkou dva je vyrobené z 12 jednotkovych kociek. Urcte,
pre ktoré n sa da kocka s rozmermi n x n x n poskladat iba pomocou takychto schodisk.

6. Pre postupnost {a,},>; kladnych celych ¢isel plati, ze a; = 1 a pre n = 2 je

n_1—n akap_1>n,
a, =
n—1+mn aka,—1 <n.

Nech S je mnozina takych indexov n, ze a,, = 2010.
a) Dokézte, ze S obsahuje nekoneéne vela prvkov.
b) N&jdite najmensie ¢islo patriace do S.

7. Trojuholnik ABC' je vpisany do kruznice k. Osi jeho vnutornych uhlov pretinaja
kruznicu k druhykrat v bodoch A’, B’ a C’. Dokéazte, ze obsah trojuholnika A’'B’C’ je

.....

8. Pre $tyri kladné celé ¢isla plati, Ze druhd mocnina suc¢tu lubovolnych dvoch z nich
je delitelna sucinom zvysnych dvoch. Dokézte, ze aspon tri ¢isla spomedzi nich musia
byt rovnaké.



.....

dvoch z nich nie je delitelny prvoéislom p. Dalej i, j a k st nezdporné celé ¢&isla, pricom
vyraz i + j + k je delitelny ¢islom p — 1. NavysSe plati, ze pre lubovolné celé ¢islo x je
vyraz

(z = a)(z = b)(z — o)[(z — a)'(z — b (z — ) — 1]

delitelny prvocislom p. Dokazte, ze kazdé z ¢isel 7, j a k je delitelné ¢islom p — 1.

10. Majme Tubovolny trojuholnik ABC'. KruZnica vpisana do tohto trojuholnika sa
dotjka strany AB v bode Z a strany AC v bode Y. Usecky BY a CZ sa pretinaji

v bode GG. Oznac¢ime R a S také body v rovine, ze $tvoruholniky BCY R a BCSZ su
rovnobezniky. Dokéazte, Ze velkosti tise¢iek GR a G.S st rovnaké.

11. Univerzitu navstevuje 2"*! studentov, pricom n > 2 a ziadni dvaja $tudenti nie
st rovnako stari. Na univerzite funguje 2" korespondenc¢nych seminarov pre talento-
vant mladez. Kazdy seminar ma za veducich (organizatorov) niekolko dobrovolnikov
z radov Studentov univerzity. Ziadne dva seminare nevznikli v tom istom ¢ase, vznikali
postupne. Kazdy student moze robit vediceho vo viacerych seminéroch, ale len ak sa
tym neporusuje jedno dolezité pravidlo. Nemoze existovat spomedzi nim organizovanych
seminarov dvojica AKS a BKS a dvojica od neho mladsich studentov a a b takych, ze a
je mladsi od b, a robi vediiceho v AKS, b robi vediiceho v BKS a zaroven BKS je novsi
ako AKS. Dokéazte, ze aspon jeden korespondenc¢ny seminar trpi nedostatkom veducich,
teda ze ich nema viac ako 4n.

12. Nech a, b, ¢, d st (v tomto poradi) dlzky stran AB, BC, CD, DA dotyénicového
stvoruholnika ABCD. Dokazte, Ze plati

2 2
a c a—+c
> + .

a+b+c+d: 2

13. Najdite vSetky prvoéisla p, pre ktoré je éislo p? delitelom ¢isla

137 4237 1 3% 1 4 (p—1)°P.

14. Konvexny stvoruholnik ABCD je vpisany do kruznice. Priamky AB a CD sa
pretinaju v bode P, priamky AD a BC sa pretinaju v bode (). Dokazte, ze

|PQ* = |PA| - |PB| +|QB| - 1QCI.

15. Na Sachovnici n X n je obvod (a ni¢ iné) obtiahnuty éervenou. Dvaja hraci, Aladér
a Boris, hraju takato hru: Hrac si v kazdom tahu zvoli poli¢ko Sachovnice a obtiahne
Cervenou jednu jeho stranu (ktord este nebola ¢ervend). Tym vznikne medzi dvoma
susednymi polickami nepriechodné hranica. Hra kon¢i, ked je Sachovnica ¢ervenymi
hranicami rozdelend na dve casti. Hrac, ktory Sachovnicu takto rozdelil, prehréava.
Zacina Aladar. Urcte, ktory hrac¢ dokéaze pre dané n vzdy vyhrat a popiste jeho vitaznu
stratégiu.



16. Na stole lezi v jednom dlhom rade vedla seba 2009 kariet. Kazda karta je z jednej
strany zlata, z druhej ¢ierna. Na zaciatku st vSetky karty otocené zlatou farbou nahor.
Dvaja hraci (stojaci na tej istej strane stola) hraji hru, pri¢om sa striedajia v fahoch.
V kazdom tahu hrac¢ zvoli blok tesne za sebou idicich 50 kariet, z ktorych karta leziaca
najviac vlavo je otocend zlatou farbou nahor, a vSetkych 50 kariet oto¢i (teda karty,
ktoré boli zhora zlaté, budu ¢ierne, a naopak). Hra¢, ktory uz nemdze urobit ziadny
tah, prehra.

a) Musi hra po koneénom poécte tahov vzdy skoné¢it?

b) Existuje vitazna stratégia pre zacinajiceho hraca?

17. Dany je lichobeznik ABCD s rovnobeznymi stranami AB, C'D, pricom |AB| >
> |CD|. Body K, L lezia postupne vnutri tse¢iek AB, CD tak, ze |[AK|/|KB| =
= |DL|/|LC|. Body P, Q lezia vnutri tsec¢ky K L, pri¢om

|{APB| = |£BCD| a I £CQD| =|£ABC|.

Dokazte, ze body P, Q, B, C lezia na jednej kruznici.

18. Nech a, b, ¢, d stu kladné realne cisla také, ze

b d
abed =1 a a+b+c—|—d>g+——|—f+—.
b ¢ d a
Dokazte, ze
b ¢ d a
at+btec+d< —4+ -+ -+ —.
a b ¢ d



