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68. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh IMO

(Sutaz sa konala 15.-20.7.2019.)

1. Najdite vSetky funkcie f také, ze f :Z — 7Z a pre kazdé celé Cisla a a b plati

f(2a) +2f(b) = f(f(a+b)).
(Juzna Afrika)

2. Nech v trojuholniku ABC' je A; bod na strane BC' a By bod na strane AC. Nech P a @) st
body postupne na tseckach AA;, a BB; také, ze P( je rovnobezna s AB. Nech P; je bod na
priamke PB; taky, ze Bj lezi vnutri tisecky PPy a plati |[{PP;C| = |{BAC|. Nech @, je bod
na priamke QA; taky, Zze A; lezi vnutri usecky QQ1 a plati |[£QQ1C| = |[{ABC/|. Dokézte, ze
body P, @, P, a Q; lezia na tej istej kruznici. (Ukrajina)

3. Socidlna sief ma 2019 pouzivatelov. Niektoré dvojice z nich st priatelia, pricom ak pouzi-
vatel A je priatel pouzivatela B, tak pouzivatel B je priatel pouzivatela A. Opakovane moze
nastat takato udalost:

Traja (rozni) pouzivatelia A, B a C su taki, ze A sa priateli s B aj s C, ale B a C' nie st
priatelia. V istom okamihu sa B a C spriatelia a zéroven sa A s B aj s C priatelif prestane.
Vsetky ostatné vztahy pritom zostani zachované.

Na zaciatku je 1010 pouzivatelov s 1009 priatelmi a 1009 pouzivatelov s 1010 priatelmi.
Dokazte, ze existuje postupnost takychto udalosti, po ktorych sa kazdy pouzivatel bude priatelit
najviac s jednym inym pouzivatelom. (Chorvatsko)

4. Najdite vSetky dvojice (k,n) kladnych celych éisel takych, ze
B = @0 )@ - )@ — ) 2 -2,
(Salvédor)

5. Banka v Bathe pouziva mince, ktoré maji na jednej strane pismeno H a na druhej pismeno T.
Harry mé n takychto minci usporiadanych vedla seba zlava doprava. Opakovane vykonéva
takyto krok: Ak k > 0 a existuje préave k minci, na ktorych vidno H, tak obrati k. mincu zlava,
a ak na vSetkych minciach vidno T, tak tento postup ukonéi. (Napriklad ak n = 3 a pociatoénd
konfiguracia je THT, Harryho postup je THT — HHT — HTT — TTT, skonéi sa teda po troch
krokoch.)

a) Ukazte, Ze pre kazdu poéiatoénu konfiguraciu sa Harryho proces skoné¢i po kone¢nom pocéte
krokov.

b) Nech pre kazdu pociatoéni konfiguraciu C' oznacuje L(C) pocet krokov potrebnych na to,
aby sa Harryho proces skon¢il. (Napriklad L(THT) = 3 a L(TTT) = 0.) Urcte aritmeticky
priemer hodnoét L(C') pre vSetkych 2" pociatoénych konfiguracii C.

(USA)

6. Nech v ostrouhlom trojuholniku ABC plati |AB| # |AC|. Kruznica w vpisand do ABC ma
stred I a dotyka sa jeho stran BC, CA, AB postupne v bodoch D, E, F. Priamka kolma na EF
prechadzajiuca bodom D pretina w v bode R r6znom od D. Priamka AR pretina w v bode P
roznom od R. KruZnice opisané trojuholnikom PCE a PBF' sa pretinaju v bode () réznom
od P. Dokazte, Ze prieseénik priamok DI a PQ leZi na priamke prechadzajicej bodom A
a kolmej na AI. (India)



