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68. roénik Matematickej olympiady Zadania tiloh MEMO

(Sutaz sa konala 26.8.-1. 9. 2019.)
Sutaz jednotlivcov:
I-1. N4jdite vetky funkcie f: R — R, spliajice

flaf(y) +2y) = f(xy) +2f(y) + f(f(v))
pre vSetky realne = a y. (Patrik Bak, Slovensko)

I-2. Nech n = 3 je prirodzené ¢islo. Vrchol A; (1 < i < n) konvexného n-uholnika
A1 A, ... A, nazyvame bohémsky, ak jeho obraz v stredovej simernosti podla stredu
usecky A; 14,41 (Ao = A, a A,p1 = Ajp) lezi vo vnutri alebo na hranici n-uholnika
A1 As ... A,. Urcte najmensi mozny pocet bohémskych vrcholov konvexného n-uholnika
(v zavislosti od n). (Madarsko)

I-3. Ozna¢me ABC ostrouhly trojuholnik, pre ktory plati |AC| > |BC| a ktorému opi-
sana kruznica je oznacend w. Nech bod P lezi na kratSsom obluku BC' kruznice w, pricom
plati |[AP| = |AC|. Prieseénik priamok AP a BC ozna¢me (. Dalej predpokladajme,
ze R je bod leziaci na kratSom obliku AC' kruznice w, pre ktory plati |QA| = |QR)].
Napokon priesecnik priamky BC' s osou usecky AB oznacme S. Dokazte, Ze body P,
Q, R a S lezia na jednej kruznici. (Patrik Bak, Slovensko)

I-4. Najdite najmensie prirodzené n také, Ze z lubovolnych n po sebe idtucich celych ¢isel
je mozné vybraf neprazdnu mnozinu po sebe iducich ¢isel, ktorych stucet je delitelny
¢islom 2019. (Polsko)

Sutaz druzstiev:

T-1. Urcte najmensiu a najvic¢siu moznu hodnotu vyrazu

1 n 1 n 1 a? n b2 n Vo
a?+1 b2+1 241 a?+1 b2+1 c241)°

kde a, b a c st nezaporné reélne ¢&isla spliiajiice podmienku ab+bc+ca = 1. (Rakiisko)

T-2. Nech « je Tubovolné realne ¢islo. Najdite vSetky polynémy P s realnymi koefi-
cientmi také, ze pre vSetky realne cisla x plati

P2z +a) < (2*° + 2'?) P(z).
(Raktsko)

T-3. V triede je n chlapcov a n dievcat, kde n je prirodzené cislo. Vysky vsetkych
ziakov v triede su po dvoch rézne. Kazdé dievca odcita od poctu chlapcov vyssich ako



ona pocet dievcat vyssich ako ona a vysledok napise na kusok papiera. Kazdy chlapec
odcita od poctu dievcéat nizsich ako on pocet chlapcov nizsich ako on a vysledok napise
na kusok papiera. Dokéazte, Ze ¢isla, ktoré napisali dievéatd, st (az na poradie) tie isté
ako ¢isla, ktoré napisali chlapci. (Rakusko)

T-4. Dokézte, ze kazdé celé ¢islo od 1 po 2019 sa d& zapisat ako aritmeticky vyraz
obsahujuci najviac 17 symbolov 2 a fubovolny pocet séitani, odé¢itani, ndsobeni, deleni
a zétvoriek. Symboly 2 nemozu byt pouzité na nijaka inti operaciu, napriklad skladanie
viaccifernych éisel (ako 222) alebo mocnin (ako 22).

Priklady povolenych vyrazov:

2 24242
((2><2+2)><2—§)><2:22, (2x2x2—2)x(2x2+%):42.

(Rakusko)

T-5. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik splhajtci |AB| < |AC|. Nech D je bod
prieniku osi tisecky BC' a strany AC'. Nech P je bod na kratSom obluku AC kruznice
opisanej trojuholniku ABC' taky, ze DP || BC. Nech je dalej M stred strany AB.
Dokazte, ze |{APD| = |{MPB]. (Polsko)

T-6. Nech ABC je pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole B a opisanou
kruznicou c. Oznacme D stredny bod kratsieho oblika AB kruznice c¢. Nech P je bod
na strane AB taky, ze plati |CP| = |CD| a nech st X a Y dva rozlicné body na ¢
splhajtce |AX| = |AY| = |PD|. Dokéazte, ze body X, Y a P lezia na jednej priamke.

(Polsko)

T-7. Nech a, b, ¢ st kladné celé é&isla spliiajiice a < b < ¢ < a+b. Dokazte, ze c(a—1)+b
nedeli ¢(b — 1) + a. (Svajciarsko)

T-8. Nech N je kladné celé ¢islo také, ze sucet druhych mocnin jeho kladnych delitelov
sa rovna ¢islu N(N + 3). Dokazte, ze potom existuji indexy i a j také, ze N = F; - F,
kde (F,)22, je Fibonacciho postupnost definovand vzfahom Fy = F, = 1 a F,, =
=F,_1+ F,_5 pre vSetky n = 3. (Polsko)



