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69. roénik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. Pre kladné redlne ¢isla a, b, ¢, d spliajice nerovnosti a > b, ¢ > d plati
a+b>c+d, ab < cd.

Dokdzte, Ze potom nutne plati a > ¢ > d > b. (Michal Rolinek)

RieSenie. Najskor si uvedomme, Ze staci dokézat a > ¢, ¢o v spojeni s predpokladom
ab < cd povedie k nerovnostiam cd > ab > be, odkial po vydeleni krajnych sucinov
¢islom ¢ vyjde d > b, a teda celkovo a > ¢ > d > b.

Za tymto ucelom nerovnost pre sty prepiSeme na tvar b > ¢+ d — a a s vyuzitim
nerovnosti pre suciny tak ziskame

cd > ab > a(c+d — a) = ac + ad — a*.
Ziskan nerovnost medzi krajnymi vyrazmi lahko upravime na stc¢inovy tvar
(a —c)(a—d)>0.

Na dokoncenie dokazu nerovnosti ¢ > ¢ ndm tak ostava vylucit stcasnt platnost
nerovnosti a < ¢ a a < d. V takom pripade by vSak vdaka nerovnosti b < a platilo
b<cab<d, ¢im by sme dostali spor s nerovnostou a + b > ¢ + d.

Iné riesenie. Nerovnost a > ¢ mozno ukazat aj nasledovne. K dvojici (a,b) uréime
dvojicu (z,6) kladnych ¢isel takd, ze a =+ 8, b =2 — 6, tedaz = L(a+b) a § =
1

= 5(a —b). Podobne urc¢ime kladné y, € tak, Zze ¢ = y +¢, d = y — €. Vztahy zo zadania

potom prepiseme ako

T >, 2 — 0% < q? — &2

a ich kombinéaciou ziskame
62 —e?2>a22—9y2 >0,

teda § > . Napokon tak mame
a=x+d>y+e=c.

Sme hotovi.

Pozndmka. Ukédzeme, ze rozhodujucu nerovnost a > ¢ mdzeme prave opisanym postu-
pom odvodit bez toho, aby sme zavadzali nejaké substiticie. Zo zadania tlohy vyplyvaju
nerovnosti

(a+b)?>(c+d)? a —4dab> —4cd,

ktorych s¢itanim dostaneme (a—b)? > (c—d)?2. KedZe zdklady oboch poslednjch mocnin
st kladné, vyplyva z toho nerovnost a — b > ¢ — d. Jej s¢itanim s nerovnostou a + b >
> ¢+ d a naslednym vydelenim dvoma uz dostaneme potrebny zaver a > c.
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Iné rieSenie. Zadané nerovnosti vyuZzijeme na porovnanie dvoch kvadratickych troj-
¢lenov. Ozna¢me P(z) = (z —a)(x — b) a Q(z) = (z — ¢)(x — d). Potom pre Tubovolné

x > 0 plati

P(x) =2* — (a+b)x + ab < 2* — (c+ d)x + cd = Q(z).

Kedze pre kladné x, ktoré nelezia v intervale (b, a), plati P(x) = 0, plati tiez Q(z) >
> P(x) 2 0, ziadne také x preto nemoze byt koreriom trojc¢lena Q(x). Kladné korene ¢, d
tohto troj¢lena tak musia lezat vnutri intervalu (b, a). Z toho uz vyplyvaju dokazované
nerovnosti a > c¢ > d > b.

Pre nazornost uvadzame aj grafické znézornenie situacie (obr. 1).

Y

b=075<d=16<c=2<a=33

Obr. 1

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Sacet kladnych cisel a, b je nanajvys 16. Aka je najvicsia moznéd hodnota ich stc¢inu?
[64. Do stéinu ab dosadte vyjadrenie a = p+¢e a b = p—e¢, pricom p < 8 je aritmeticky
priemer &isel a a b.]

Sucin kladnych éisel a, b je asponl 16. Aka je najmensia mozna hodnota ich sactu? [8.
Pouzite rovnaké vyjadrenie ¢isel a, b ako v N1 a dokdzte, Ze z ab = 16 vyplyva p = 4.]
Reélne ¢isla a1, ag, b1, ba spiﬁajﬁ a1 > ag a by > ba. Dokazte, Zze a1b1 +a2b2 > a1bs +
+ a2b1. [Dokazovand nerovnost ekvivalentne upravte na (a1 — a2)(b1 — b2) > 0.]

[Permuta¢né nerovnost] Nech z1 > x2 > ... > xy, si redlne &isla a nech y1,y2,...,yn
je nejaké poradie pevne danych navzajom réznych realnych cisel z1, 22, ..., z,. Potom
je vyraz

r1Y1 +x2y2 + ... + TnYn

maximalny prave vtedy, ked je y1 > y2 > ... > ypn. Dokézte. [Sta¢i ukézaf, Ze
usporiadania, ktoré nespliaja y1 > y2 > ... > yn, mozno vylepsit ,prehodenim*
jednej dvojice. To riesi tloha D1, ktora je vlastne tlohou D2 pre n = 2.]



2. DokdaZzte, Ze pocet moZnosti, ako sa dd utvar na obr. 2 vydldzdit dominovymi kockami,
je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominovd kocka pokryva vidy dve policka susediace
stranou. ) (Josef Tkadlec)

Obr. 2

Riesenie. Policka daného utvaru Sachovnicovo ofarbime. O ttvare U pozostavajicom
z lavého $tvorca 5 x 5 spolu s jednym polickom navysSe (ako na obr. 3) ukdzeme, Ze je
nutne tiez bezo zvysku (a bez prekryvania) vydlazdeny.

Obr. 3

Oznac¢me V tutvar, ktory pokryvaju tie dominové kocky, ktoré zasahuju do tut-
varu U. Kedze dominové kocka zakryje jedno biele a jedno ¢ierne policko, méa atvar V
rovnaky pocet ¢iernych a bielych policok. To isté vSak plati aj pre atvar U, ako Tahko
overime. KedZe V v8ak moze oproti U obsahovat navyse iba tie tri policka susediace s U
(na obr. 3 oznacené A, B, C'), ktoré su vSetky ¢ierne, nie je ind moznost, ako ze U = V.
Naozaj tak plati, ze kazdé dlazdenie celého utvaru obsahuje ako svoju cast dlazdenie
atvaru U.

Podobne mozeme argumentovat pre simerne zdruzeny ttvar U’ na pravej strane.
Nakoniec si sta¢i uvedomif, ze kazdé dlazdenie celého ttvaru je jednoznacne urcené
tym, ako st vydlazdené utvary U a U’. (Vzhladom na tplné vydlazdenie utvaru UU U’
je uz jednoznacne urcena poloha dvoch dominovych kociek, ktoré pokryvaja zvysok
daného utvaru s polickami A a C'.)

Ak oznacime n pocet dlazdeni utvaru U, bude celkovy pocet moznosti, ako vy-
dlazdit zadany ttvar, rovny n2. Tym sme ukazali, ze hfadany pocet spésobov je rovny
druhej mocnine prirodzeného cisla.

Pozndmka. Pre zaujimavost uvadzame, Ze presny pocet dlazdeni sa da spocitat s po-
mocou podéitaca. Vysledok je 36 864 = 1922.

3



NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

Dokazte, ze poclet sposobov, ako mozno na Sachovnici 8 X 8 umiestnif maximéalny
pocet strelcov tak, aby sa ziadni dvaja navzajom neohrozovali, je druhd mocnina
prirodzeného ¢isla. [Nepocitajte, iba rozdelte na dve podtlohy — rozmiestnenia strelcov
na ¢ierne a na biele policka st navzdjom nezivislé.]

Kolkymi spdsobmi mozno vydlazdit dominovymi kockami Sachovnicu 8 x 8, z ktorej st
odrezané dve protilahlé rohové policka? [Ned4 sa ziadnym sposobom: ak st odrezané
policka biele, je nutné pokryt 30 bielych a 32 &ernych polic¢ok, pritom lubovolne
umiestnend kocka domina pokryje vzdy 1 biele a 1 ¢ierne policko.]

Kolkymi sp6sobmi mozno pokryt dominovymi kockami obdiznik 2 x 10?7 [Postupujte
indukciou pre obdlzniky 2 x n. Najdete tak stuvislost s Fibonacciho &islami v podobe
rovnosti p(n) = p(n — 1) + p(n — 2), pricom p(n) oznacuje po¢et moznych vydlazdeni
obdlznika 2 x n. Vysledok je 89.]

Majme Sachovnicu 8 x 8 a ku kazdej ,hrane¥, ktord oddeluje dve jej policka, napiSme
prirodzené d&islo, ktoré udava pocet spésobov, ako mozno celd Sachovnicu rozrezat na
obdlznic¢ky 2 x 1 tak, aby dotyéna hrana bola suéastou rezu. Uréte poslednu cifru saétu
vSetkych takto napisanych &isel. [63-A-II11-3. Aky je prispevok jedného vydlazdenia
do celkového sucétu?]

Ukazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n existuje utvar, ktory mozno kockami domina

vydlazdit presne m sposobmi. [Postupujte indukciou. Sta¢i vhodne ,prilepovat® stéle
rovnaky kus. (obr. 4)]

P

Obr. 4

3. Vnatri strain AB a AC daného trojuholnika ABC' su zvolené postupne body P a Q).
Oznacéme R priesecnik priamok BQ a C'P a p, q, r postupne vzdialenosti bodov P, Q,
R od priamky BC'. Dokazte, Ze plati

(Patrik Bak)

Riesenie. Dokazovani nerovnost budeme v priebehu rieSenia ekvivalentne upravovat.
Zacneme Upravou na tvar

+Isa (1)
P


https://skmo.sk/dokument.php?id=1071

Obr. 5

Vdaka zrejmej podobnosti pravouhlych trojuholnikov (obr.5) plati

r |CR|  [CR|
p |CP]  |CR|+|PR|

a podobne aj
r _|BR| |BR)|

¢ |BQ|l |BR|+|RQ|

Nerovnost (1) tak prepiSeme ako

CR| BR
[CR[+|PR| ~ |BR| +|RQ| ~

¢o mozno dalej (ekvivalentne) upravit roznasobenim a od¢itanim zhodnych ¢lenov na
tvar

|BR| - |CR| > |RQ| - |PR]. (2)

St¢iny na oboch strandch nerovnosti (2) nam pripomenti zndmy vzorec na vypocet
obsahu trojuholnika S = %ab sin . Preto vynasobime obe strany nerovnosti (2) kladnym
¢islom %sin v, pricom ¢ je spolo¢né velkost uhlov BRC a QRP. Vysledna nerovnost

1 1
§sing0- |BR| - |CR| > B sinyp - |RQ| - |PR)|

potom plati prave vtedy, ked Sprc > Spro.

Posledntt nerovnost uz dokdzeme Iahko. Kedze bod C mé vicsiu vzdialenost od
priamky BP ako bod @, plati Sgpc > Sppg. Po od¢itani obsahu trojuholnika BPR
od oboch stran uz ziskame Zelané Sprc > Sprq, a dokaz je tak na konci.

Iné riesSenie. V tomto rieSeni budeme pracovat s pomermi obsahov. Ak oznac¢ime S =
= SBRC, S2 = SCRQ; Sg = SPRQ, S4 = SBRP, mozeme diiky P, q, T Vyjadrit’ ako

25, 2(51 + Sz) 2(51 + 54)
r=—=", q=——7", p=——"
|BC| |BC| |BC|
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a nasledne prepisat dokazovant nerovnost na tvar

1 1 1

> —,
51+54+51+52 S1

z ktorého po prevedeni ekvivalentnych aprav dostaneme
52 > 5,8, (3)

Kedze zaroven pre obsahy Sy, S3, S3, Sy plati znamy vzfah S1S3 = S25; (pozri
tlohu N1), moéZeme pravu stranu (3) nahradif vyrazom 5753, a po kréateni nenulovym
obsahom S tak ziskame ekvivalentni nerovnost S; > Ss, ¢ize Sprc > Sprg. Ta
dokazeme rovnako ako v prvom rieseni.

Iné rieSenie. Bodmi R a () vedieme rovnobezky so stranou AB a ich prieseéniky s BC'
ozna¢ime postupne R a Q'. Vdaka rovnosti uhlov |[£CQ'Q| = |[£CR'R| = |£CBA| = §
a vzniknutym pravouhlym trojuholnikom (obr.6) mézeme pisat

p=|BP|sinf, r=|RR|sinf, q=|QQ|sinp.

Obr. 6

Po dosadeni do dokazovanej nerovnosti a vynasobeni oboch stran kladnou hodno-
tou |RR/|sin 8 ziskame ekvivalentnii nerovnost

|RR'| = |RR/|
[BP| Q|

Z podobnosti ACBP ~ ACR'R (uu) a ABQ'Q ~ ABR'R (uu) dostaneme

> 1.

|RR'|  |CR/| . |RR'|  |BR'|
[BP|  |BC| QQ' |BQ'




A kedze Q' lezi vnutri tsecky BC, plati |BQ'| < |BC|, takze
[RR | |BRY _|CR| | |BR| _|CRY | |BRY _ |
|\BP| |QQ'| |BC| |BQ| " |BC| |BC|

¢o sme chceli dokézat.
Pozndmka. Postup z posledného riesenia so zavedenymi bodmi R’ a Q' moZzno obmenit
tak, ze namiesto dokazovanej nerovnosti odvodime jej spresnenie v podobe rovnosti

1 1 1 1

- - = - e

p q T v
pricom v oznacuje vzdialenost bodu A od priamky BC. Za tym tucéelom rovnost po

vynasobeni hodnotou r prepiSeme na tvar

p q v

a vyraz na lavej strane upravime pouzitim vySok podobnych trojuholnikov takto:

r q R'C BR' QC
5+5<‘5>:‘\BC|‘+|'B@|;(1‘HB—C||)=
_|R'C| |BR'| |BC|-|QC|
~|BC|] " BQ|  [BC|
_|RC| | |BR| |BQ| _|R'C|+|BR| _|BC| _
|BC| " |BQ'| |BC] |BC]| |BC]|

Iné rieSenie. Este inym sposobom dokaZeme rovnost
1 1 1 1
+

p q r W
z poznamky k predoslému rieSeniu. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze
Sapc = 1. Oznacme Sprc =, SArc =y a Sapr = 2, ¢ize x +y+ z = 1. Potom plati

AB AP
v_MABl_ . JAPL | Sare LY
p |PB| |PB| SBRC’ T
(pouzili sme vysledok dopliiajticej ilohy D2). Analogicky odvodime rovnost
Y_14. %
q T
Navyse zrejme plati
v _ Sapc _ 1
T N SBRC’ N ac.
Spolu teda mame
v v W z 1 z4+y+axz+z-1
_+___:(1+g)+(1+_)__: ! =1,
x x x x

rp qg T

¢o je ekvivalentné dokazovanej rovnosti.
Dodajme, ze cisla z, y, z tvoria trojicu takzvanych barycentrickych saradnic

bodu R v rovine ABC. RieSenie je elementarnym prepisom tuvah, ktoré sa pri ich

pouzivani bezné.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dany je konvexny Stvoruholnik ABC D s priese¢nikom uhlopriec¢ok P. Dokézte, ze plati

SapB-Scpp = SBpc - Sppa.

[Vyjadrite obsahy vSetkych Styroch trojuholnikov pomocou takych zékladni, ktoré lezia
na jednej uhlopriecke Stvoruholnika ABCD.]

N2. Dokazte, ze v konfiguracii zo zadania tlohy plati Sgrc > Sprq. [Porovnajte obsahy
trojuholnikov BCP a BQP.]

D1. Body P a Q lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou [. Ich kolmé priemety na
priamku [ ozna¢me ako P’ a Q' a prieseénik priamok PQ’ a P'Q ako R. Dokazte, Ze
pre vzdialenosti p, g, » bodov P, @, R od priamky [ plati

1

T

+

SR
Q=

[Uvazujte o vhodnych dvojiciach podobnych trojuholnikov, ktoré st uréené zadanymi
bodmi a ich kolmymi priemetmi na priamku [.]
D2. Dany je bod X vnuatri trojuholnika ABC. Dokazte, ze ak oznacime D prieseCnik
priamok AX a BC, plati
Saxp _ |BD]|

Saxc |DC|

[Nakreslite priamku AX vodorovne. Potom vynikne, ze oba zlomky sa rovnaju podielu
vzdialenosti bodov B a C' od priamky AX.]

D3. [Cevova veta (Cast)] Na stranach BC, CA a AB trojuholnika ABC st postupne zvolené
body D, FE a F tak, ze sa priamky AD, BE a CF pretinaja v jednom bode. Dokéazte,
ze potom plati

|BD| |CE| |AF| _
|DC| |EA| |FB|

[Vyuzite trikrat vysledok tlohy D2.]

4. Hovorime, Ze podmnozina P mnozZiny M = {1,2,3,...,42} je polovicatd, ak obsahuje
21 prvkov a kaZdé zo 42 cisel v mnoZindch P a Q = {7x; x € P} ddva po deleni
cislom 43 iny zvysok. Urcte pocet polovicatych podmnoZin mnoZiny M.

(Josef Tkadlec)

Riesenie. So vSetkymi ¢islami budeme pocitat ako so zvySkovymi triedami po deleni
prvocislom 43.

Najskor si uvedomime, ze mnoziny P a @ tvoria disjunktny rozklad mnoziny M.
Nech P je polovicatd mnozina a nech x € P, pre ktoré potom 7z € Q.

Ukéazeme, ze 72x € P. Ak naopak predpokladame, ze 72z € Q, tak existuje y € P
také, ze 72z = Ty. Podla navodnej tilohy N2 je také y uréené jednoznacne, a teda je
nim 7x. Kedze 7x ¢ P, dostavame potrebny spor.

Potom samozrejme 73z € Q a zopakovanim predoslého argumentu ukiZeme, Ze
74x € P, a nésledne aj 7°x € Q. V principe by sme takto mohli pokracovat aj dalej, no
uz 7%z = 493z = 63z = 2 (mod 43), ¢im sa ,cyklus® uzavrie. Cyklicka Sestica (rdznych)
¢isel (z,7x, Tx, T2, T2z, 7°r) méa tak zaradenie (P, Q, P, @, P, Q).

Mnozinu M teraz rozdelime do siedmich takych cyklickych sestic ako

(1,7,6,42,36,37), (2,14,12,41,29,31), (3,21,18,40,22,25),
(4,28,24,39,15,19), (5,35,30,38,8,13), (9,20,11,34,23,32),
(10,27,17, 33,16, 26).
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Kazd4 z tychto Sestic bude mat zaradenie bud (P, Q, P, Q, P, Q), alebo (Q, P, Q, P,
Q, P), pricom kazda taka volba uréi mnoziny P a @ vyhovujice podmienkam tlohy.
Poéet moznosti je preto 27 = 128.

Pozndmka. V skuto¢nosti nie je nutné sedem cyklickych Sestic ndjst priamo. Staci iba
dokazat existenciu takého rozkladu mmnoziny M. T4 vyplyva z dvoch jednoduchsich
tvrdeni:

(i) Kazdy prvok M je prvkom nejakej Sestice.
(ii) Ak maju dve Sestice spolo¢ny jeden prvok, potom uz maji spolo¢né vsetky
prvky.
Platnost prvého tvrdenia je okamzitd a na dokaz druhého si stac¢i uvedomit, Ze

podla konstrukcie st Sestice uzavreté na nasobenie ¢islom 7, a jeden spoloény prvok tak
,vygeneruje“ postupnym nasobenim siedmimi pét dalsich spoloénych prvkov.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. Dané je prvocislo p, mnozina U = {0,1,...,p—1} a prirodzené ¢islo a nestudelitelné s p.
Dokazte, ze ziadne dve ¢isla z mnoziny V = {0a, la,...,(p — 1)a} nedévaja rovnaky
zvySok po deleni prvoéislom p. [Predpokladajte opak a ku sporu dovedte fakt, ze p deli
rozdiel nejakych dvoch ¢isel z mnoziny V.|

N2. [,Sedemnésobok je jednoznaény“] Pri oznaleni z ulohy dokazte, ze pre kazdé x € M
existuje prave jedno y € M také, ze © = 7y (mod 43) (&itajte ako ,,z ddva rovnaky
zvySok ako 7y po deleni 43%). [Podla N1 pre p = 43 a a = 7 sa medzi nasobkami 7
v8etkych nenulovych zvyskov objavi kazdy nenulovy zvySok prave raz, teda aj vopred
zvoleny zvysok z.]

N3. Aké zvysky ddvaju mocniny siedmich po deleni 437 Ak je 1 € P, ¢o mozno povedat
o prislusnosti tychto zvyskov do mnozin P a Q zo zadania tlohy? [1, 7, 6, 42, 36, 37.
Dalej si rozmyslite, preco v pripade 1 € P je uZ prislusnost ostatnych piatich uréenych
zvySkov do mnozin P a Q uréend jednoznacne: 6,36 € P a 7,42,37 € Q.]

D1. Dané je prvodislo p, mnozina U = {1,...,p — 1} a jej prvok a. Dokazte, ze potom
existuje préve jeden prvok b € U taky, Ze ab déva zvySok 1 po deleni p. [Podla N1 je
medzi ,ndsobkami“ ¢isla a zastupeny kazdy mozny zvysSok po deleni p prave raz. Teda
aj zvysok 1.]

D2. [Mald Fermatova veta] Dané je prvocislo p a prirodzené &islo a nesidelitelné s p.
Dokazte, ze potom p | aP~! — 1. [Podla N1 stt mnoziny U a V (po redukcii na zvysky
po deleni p) zhodné. Rovnat sa tak musia aj stéiny ich nenulovych prvkov. Co vyjde?]

D3. [Wilsonova veta] Dokézte, ze pre kazdé prvocislo p plati p | (p — 1)! + 1. [Tvrdenie
je trividlne pre p € {2,3}. V pripade p 2 5 zo std¢inu vyskrtneme vsetky dvojice
¢initelov, ktorych sucin déva po deleni p zvySok 1. Ktoré dve ¢isla zvysia (lebo tvoria
takd dvojicu sami so sebou)?]

5. V rovine su dané dva rozne body O a A. Urcéte mnoZinu ortocentier vsetkych
trojuholnikov ABC, pre ktoré je bod O stredom kruznice opisanej. (Pavel Salom)

Riesenie. Najskor si uvedomme, Ze vsetky uvazované trojuholniky ABC maju spo-
lo¢nt kruznicu opisana k(O, |OA|). Jej priemer s krajnym bodom A mé, ako je zndme,
za druhy krajny bod obraz V, ortocentra V trojuholnika ABC' v stmernosti podla
stredu M strany BC' (pozri ndvodné tlohy N1-N3 a obr. 7 vlavo). Tento bod V, € k je
teda takisto vSetkym uvazovanym trojuholnikom ABC' spolo¢ny.
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Va
Obr. 7

Z predchadzajiceho vyplyva, ze hladand mnozina vSetkych ortocentier V' je obra-
zom mnoziny stredov M vSetkych tetiv BC kruznice k (B # A, C' # A) v rovnolah-
losti H(V,,2), lebo tri rézne body jednej kruznice vzdy urc¢uju trojuholnik. Staci teda
uréit mnozinu vsetkych opisanych stredov M, o ktorych vopred vieme, Ze vSetky lezia
vo vnutri kruznice k.

Je jasné, ze stred O do tejto mnoziny patri. Pre ostatné body M vnutra danej
kruznice k plati, ze st stredom jej vhodnej tetivy, ktora je bodom M urcena jedno-
znacne (podla klasickej konstrukcie — staci
pretnit kolmicu na OM vedentt bodom M
s kruznicou k, tri priklady st vykreslené
na obr.7 vpravo). Tato konstrukcia pritom
zlyha (t.j. nedostaneme trojuholnik ABC)
prave vtedy, ked je jednym z krajnych bodov
zostrojenej tetivy bod A. To sa stane prave
pre body M leziace na obraze k' kruznice k
v rovnolahlosti (A4, 3) s vynimkou bodu O,
ktory bol vySetreny zvlast (a ku ktorému
naopak existuje nekonecne vela vhodnych
tetiv).

Urcili sme tak mnozinu vsetkych bo-
dov M, ktorou je vnutro kruznice k, z kto-
rého je odobrané kruznica k' s vynimkou
bodu O. Hladanid mnozina ortocentier je,
ako vieme, obrazom tejto mnoziny v rovno-
Tahlosti H(V,,2). KedZe obrazom kruznice k
je kruznica so stredom A a polomerom |AV,|, zatial ¢o obrazom kruznice k' je kruz-
nica k", ktora je stcCasne obrazom kruznice k v simernosti podla stredu A, a napo-
kon obrazom bodu O v danej rovnolahlosti je bod A, je hladand mnozina (vratane
konstrukcie) uréend a zndzornena na obr.8. Je fou vnuatro kruznice so stredom A
a polomerom |AV,|, z ktorého je odobrana kruznica k" a do ktorého je naopak vrateny
bod A.

Obr. 8
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dany je trojuholnik ABC s prieseénikom vysok V. Dokézte, ze | BVC| = 180° —
— |4 BAC|. [Nezabudnite na pripad, ked je trojuholnik ABC' tupouhly.]

N2. Dany je trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V. Dokézte, ze obraz V’ bodu V' v st-
mernosti podla priamky BC padne na kruZnicu opisana trojuholniku ABC'. Dokéazte,
ze to isté plati aj pre obraz V' bodu V v stimernosti podla stredu tsecky BC'. [V oboch
dokazoch vyuzite vysledok tlohy N1.]

N3. Dany je trojuholnik ABC s priese¢nikom vySok V. Z tlohy N2 vieme, ze obraz V'
bodu V v stredovej simernosti podla stredu strany BC' lezi na kruZnici opisanej.
Dokéazte navyse, ze AV" je priemerom tejto kruznice. [Vdaka stredovej simernosti
plati CV || BV", a preto z CV L AB vyplyva BV'" 1 AB.]

N4. Dana je kruznica k so stredom S a vnutri nej bod X. Urcte mnozinu stredov vsetkych
tetiv kruznice k, ktoré prechddzaji bodom X. [V pripade X = S sa jednd o mno-
zinu {S}, v pripade X # S o Télesovu kruznicu nad priemerom XS.]

Nb5. Dana je kruznica k so stredom S a vnutri nej bod X. Uréte mnozinu bodov, ktoré su
stredom nejakej jej tetivy, ktorad neobsahuje bod X. [Na konstrukciu tetivy s danym
stredom vyuzite fakt, ze os kazdej tetivy prechadza stredom kruznice. Kedy vsak tato
konstrukcia vedie k tetive, ktord bodom X prechiddza? Hladanou mnozinou je vnutro
kruznice k, a to v pripade X = S s vynimkou jediného bodu S, v pripade X # S
st vylucené vsetky body Talesovej kruznice nad priemerom XS okrem bodu S (ktory
tentoraz do vyslednej mnoziny naopak patri).]

D1. [Feuerbachova kruznica] Dany je trojuholnik ABC' s prieseénikom vySok V a stre-
dom O kruzZnice opisanej. Dokézte, ze stredy jeho stran, stredy spojnic vrcholov s jeho
ortocentrom a pity jeho vysok leZia na jednej kruznici, ktorej stred je navyse stredom
usecky VO. [Vyuzite vysledok tlohy N2 a pouzite rovnolahlost H(V, %)]

D2. V rovine w st dané dva roézne body O a T. N&ajdite mnozinu vrcholov vsetkych
trojuholnikov, ktoré lezia v rovine w a maju tazisko v bode T a stred opisanej kruznice
v bode O. [568-A-111-6]

6. Najdite vsetky trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takych, Ze sucin
(a+2b)(b+ 2c)(c+ 2a)

je rovny mocnine niektorého prvocisla. (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Hladané trojice maju spliiat rovnost
(a+26)(b + 20)(c + 20) = ", (1)

pricom p je vhodné prvocislo a n je celé ¢islo, ktoré je aspori 3, lebo kazdy z ¢initelov
na lavej strane (1) je vicsi ako 1.

Keby vsetky tri ¢isla a, b, ¢ boli ndsobkami prvoéisla p, spliiala by trojica priro-
dzenych ¢&isel (a/p,b/p,c/p) vdaka (1) podobnt rovnost

(Grat) (Be20) Grsd) -
p b/ A\p p/A\p p

takze by bola tiez rieSenim tulohy. Keby aj v tejto trojici boli vSetky tri ¢isla nasobkami
prvodisla p, mohli by sme prejst k rieseniu (a/p?, b/p?, ¢/p?) atd., aZ po konec¢nom poéte
krokov dojdeme k zaveru, zZe kazda vyhovujtca trojica (a,b,c) je tvaru

a :pkalv b :pkbla c :pkcla

pricom k = 0 je celé ¢islo, aspon jedno z prirodzenych éisel ai, by, ¢ nie je delitelné
prvocislom p a pritom stcin troch ¢initelov ai + 2b1, by + 2¢1, ¢; + 2a1 je mocninou
prvocisla p, takze je mocninou p aj kazdy z nich:

ai + 2by = p®, by +2¢1 = PP, 1 + 2a1 = p. (2)
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Celoc¢iselné exponenty «, (3, v st pritom kladné, lebo na lavych stranach (2) st opit
¢isla vécsie ako 1.

Ak sa pozrieme na (2) ako na ststavu troch linedrnych rovnic, lahko uréime jej
jediné rieSenie

_ =y pP =2 + 4
ay = ) 1 — 9 )

9

P = 2p” 4+ 4p°

; (3)

C1

Vdaka tomu, Ze min(c, 3,7) = 1, s ¢itatele zlomkov v (3) nasobkami prvodéisla p.
Keby teda neplatilo p = 3, boli by vsetky tri ¢isla a1, b1, ¢; v rozpore s ich vyberom
delitelné prvocislom p, lebo zlomky v (3) maji menovatel 32, takZe ich kratenie prvo-
¢islom p nie je mozné. Nutne preto plati p = 3.

Vzhladom na cyklickost ststavy (2) mézeme predpokladat, ze ¢islo v je z Cisel «,
B, v maximalne a zZe ak je v tejto trojici maximéalnych cisel viac, je také okrem cisla ~
aj Cislo B. Plati tak

bud max(a,5) <<, alebo a < p=1. (4)

Z nerovnosti by > 0 potom podla (3) s dosadenym p = 3 mame 4-3% > 2.37 —3° > 37,
odkial 377% < 4, ¢ize v — a € {0,1}. Obe mozné hodnoty teraz analyzujme osobitne.

(i) V pripade v — a@ = 0 mame podla (4) rovnosti « = 8 = 7. Dosadenim do (3)
dostavame a; = by = ¢; = 377, teda v =1 a (a,b,c) = (3%, 3% 3%).

(ii) V pripade v — o = 1 musi byt 5 = ~, inak by sme totiz podla (4) zo vztahov
f<~v—1aa=~vy—1pre hodnotu b; z (3) dostali

9y =37 —2.37+4.3° <371 —2.3"+4.307 = 371 <,

a to je spor. Plati preto 8 = v, ¢o spolu s @« = v — 1 po dosadeni do (3) déva

371 _2.37 443

air = 9 = 7'37_3’
37 —-2.3744.3771
by = + =373
9
3" —-2.37"144.37
¢ = 5 i =13.3773,

teda v = 3, (a1,b1,c1) = (7,1,13), (a,b,¢) = (7- 3%, 3% 13 . 3k).

Odpoved. Hladané trojice st (3%, 3% 3%) a (7-3%, 3% 13-3%) (az na cyklickt permutéciu),
pritom k je lubovolné nezaporné celé ¢islo.

Poznamka. Keby sme v zadani ulohy nepozadovali, aby celé ¢isla a, b, ¢ boli
kladné, existovali by mnohé dalsie vyhovujtce trojice, napriklad (2%,0,2%*1) alebo
(11 - 5%, —5k+1 3. 5%),

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Uréte vsetky dvojice celych kladnych &isel a a b, pre ktoré je sucin (a + 2b)(b + 2a)
mocninou niektorého prvocisla p. [a = b = 3k, pricom k > 0. Zo ststavy rovnic a +
+ 2b = p* a b+ 2a = p¥ vyjadrite neznadme a, b a dokazte, ze ich hodnoty st obe
kladné, len ked sa prirodzené &isla u a v rovnaji — potom ale aj a = b.]
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N2. N4jdite vSetky trojice a, b, ¢ kladnych celych éisel takych, ze stéin (a+b)(b+c)(c+a)

D1.

je rovny mocnine niektorého prvoéisla. [Dokazte, ze aspoii jedna zitvorka je parna,
a preto p = 2. Pri usporiadani a 2 b = ¢, ktoré moézeme predpokladat, bude pre tri
mocniny a + b, a + ¢, b+ ¢ &isla 2 platit a +b = a+c = b+ c. Keby a+ b, a + ¢ boli
rézne mocniny é&isla 2, bola by prva aspoit dvojnésobkom druhej, t.j. a+b = 2(a + ¢),
odkial by vyplyvalo b 2 a+2c > a, a to je spor s a = b. Preto musi platit a+b = a+c,
¢ize b = c. To uz vedie k zaveru, ze tlohe okrem Tahko uhadnutelnych trojic [2%, 2%, 2F]
vyhovuji v fubovolnom poradi aj trojice ¢isel [27 — 2% 2% 2F] pricom 0 <k <n — 1,
a Ze ziadne iné rieSenia neexistuju.|

Pre navzajom rézne prirodzené Cisla a, b, c plati, ze

(a+b+c)| (a+2b)(b+2c)(c+ 2a).

Dokazte, ze ¢islo a + b+ c je zlozené. [Ak by a + b+ ¢ bolo prvoéislom, delilo by jednu
zo zatvoriek, povedzme a + 2b, a teda by delilo aj rozdiel a +2b— (a+b+c) =b—¢,
takze by platilo a + b+ ¢ < |b — ¢|, o je spor.]
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