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69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Ndjdite vsetky redlne riesenia sustavy rovnic

+z=1,
r+vy y+z

(Tomas Barta)

Riesenie. Ked od¢itame od seba prvé dve rovnice a prevedieme oba zlomky na spo-
lo¢ného menovatela, dostaneme

(y+2)—(z+y)

Growra 270

odkial po vymati ¢lena z — x ziskame

(Z_x)((fc+y)1(y+Z)+1):O' @

Analogickymi apravami pre rozdiel inych dvojic rovnic potom dostaneme aj

(y_z)((z+x)1(:v+y) H) -0 (x_y)((y-l-z)l(z—i-x) “) =0

Predpokladajme najskor, ze su ¢isla x, y, z navzajom rézne. Potom mézeme ich
nenulovymi rozdielmi odvodené rovnice vydelit a po zjednoduseni riesit stustavu

(x+y)y+2z)=-1,
(y+2)(z +2) =1,
(z+z)(r+y) = -1,

ktorti mozno po roznasobeni prepisat ako

2= 1 —ay—yz— 2,

2 =—-1—-—2y—yz— zx,

z? =—-1—-ay—yz— zzx.
Rovnost 2? = y? = 22 vSak znamen4, Ze sa asponi dve z ¢isel z, y, z rovnaju, ¢o je
v spore s predpokladom o ich réznosti.

V dalSom pripade, ked plati x = y = z, ostadva podla povodnej ststavy vyriesit
rovnicu 1/(2z) + z = 1. Kvadratickd rovnica 222 — 2z + 1 = 0, ktord je jej dosledkom,
mé ale zaporny diskriminant, a tak ani rovnica 1/(2z) + = = 1 ziadne realne riesenie
nema.

Ostéava pripad, ked st prave dve z Cisel x, y, z rovnaké. Vzhladom na symetriu sa
stac¢i zaoberat pripadom x = y # z. Z rovnosti (1) po vydeleni nenulovym ¢islom z — x
ziskame

—l=(@+y)(y+2) =2z +2),
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zatial ¢o z prvej zadanej rovnice vyjde

1 1
=—=1—-=z
r+y 2z

Potom sta¢i dvoma sposobmi vyjadrif hodnotu 1/(2z) ako
—r—z=—=1—-2z,

odkial uz mame x = —1 a nasledne z = 3/2. Lahko overime, Ze trojica (—1,—1, %)
vyhovuje aj poévodnej sustave rovnic.

Odpoved. Ststava rovnic ma prave tri rieSenia (—1, —1, %), (%, —1,-1), (-1, %, —1).
Iné riesenie. Nech z, y, z st rieSenia sustavy. Potom ako kazda z rovnic vynasobime
menovatelom prislusného zlomku, ziskame stustavu rovnic

l1+zz4+yz=2+y,
l4+yr+ze=9y+ 2z,
l4+zy+oxy=2+=x.

Ak od¢itame od prvej rovnice rovnicu druhi, dostaneme
yz—yr=x—2z, Cize (y+1)(z—=x)=0.
Podobnym od¢itanim (alebo vzhladom na symetriu) v stthrne dostaneme ststavu rovnic
0=(y+1(z-2)=(+1)—-y) =(@+1)y-2) (2)

Teraz rozlisime, ¢i je niektoré z ¢isel z, y, z rovné Cislu —1, alebo nie. Ak nie,
podla (2) by sme mali x = y = z a po dosadeni do pévodnej ststavy by sme dostali
kvadraticki rovnicu so zdpornym diskriminantom (pozri prvé rieSenie). Musi teda
nastat pripad, ked sa ¢islo —1 v trojici (z,y, z) nachadza.

Vzhladom na symetriu sta¢i rozobraf iba pripad, ked © = —1. Vtedy sa ststava (2)
redukuje na rovnicu (y+ 1)(z 4+ 1) = 0, a teda aspon jedno z ¢isel y, z je tiez rovné —1.
Po dosadeni napriklad = y = —1 do prvej z poévodnych rovnic dopocitame z =

= 3/2 a lahko sa uistime, Ze potom st splnené aj zvys$né dve rovnice. Vdaka symetrii
tak nachddzame jediné tri trojice (—1,—1,3), (2,-1,-1), (-1,3, 1), ktoré zadanej
stustave vyhovuju.

Iné rieSenie. So sustavou rovnic zbavenou zlomkov, ktori sme zapisali na tvod
druhého riesenia, teraz nalozime inak. Po pric¢itani vyrazu zy + 1 k obom stranam
prvej rovnice dostaneme

24 ay+axztyz=ay+r+y+1=(x+1)(y+1).

Vsimnime si, Ze vyraz na lavej strane je symetricky v premennych x, y a z. Rovnakt
lavii stranu teda ziskame aj po podobnych tpravach druhej a tretej rovnice:

24+ ay+arzt+yz=(y+1)(z+1),
242y+zz+yz=(2+1)(z+1).
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Porovnanim pravych stran tak dostaneme, ze
+D)y+1)=w+(z+1)=(E=+1(z+1).

Ak je kazdé z ¢isel x, y, z rozne od —1, mdzeme v kazdej z rovnosti kratit a vyjde,
7ze x = y = z. Podobne ako v prvom rieSeni zistime, Ze tento pripad ziadne riesenie
neposkytuje.

Ak je ale napriklad x = —1, potom musi platit aj (y + 1)(z+ 1) = 0, a teda aspon
jedno z cisel y, z je tiez rovné —1. Zvysok dokonc¢ime rovnako ako v druhom rieseni.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Nelplné rieSenia ohodnotte podobne, ako teraz opiSeme pri troch
vysSie podanych rieseniach:
> Pri postupe z prvého riesenia dajte 4 body za vylucenie pripadu = # y # z # x, z toho 1 bod za
tpravu rozdielov pévodngch rovnic na sucinové tvary s ¢initelmi x —y, y — 2z a z — x, podobné ako
mé rovnica (1). Dalej dajte 1 bod za vyluéenie pripadu z = y = z a 1 bod za vyrieSenie zvy$ného
pripadu, ked sa prave dve z cisel z, y, z rovnaju.
> Pri postupe z druhého riesenia dajte 4 body za odvodenie ststavy (2) a po jednom bode za
néasledné doriesenie dvoch opisanych pripadov (mozno ich rozlisit aj podla toho, ¢i plati z =y =
= z, alebo nie.)
> Pri postupe z tretieho riesenia dajte 4 body za dokaz, Ze suciny dvoch z troch ¢initelov x + 1,
y+1, 2+ 1 maju rovnakd hodnotu a po 1 bode za nésledné doriesenie dvoch situécii, ked sa bud
ziadny z tychto ¢initelov nerovnd nule, alebo aspori jeden sa nule rovna.
> Pokial v inak tplnom rieseni, pri ktorom sa hladané trojice uréia pomocou inej (odvodenej)
sustavy, ako je ta poévodnéa, chyba v zavere aspon zmienka o jednoduchej skuske dosadenim do
vSetkych troch pévodnych rovnic alebo zdévodnenie, preco pripadne skiska nutna nie je, strhnite
1 bod, t.j. dajte 5 bodov.
> Len za najdenie vSetkych troch rieseni (bez vysvetlenia, preco iné neexistuju) dajte 1 bod.
Ak sktsSa riesitel viac pristupov, ¢iastkové bodové zisky (ako tie uvedené vyssSie) neséitavame, ale
berieme ich maximum.

2. V ostrouhlom trojuholniku ABC' oznacme O stred kruznice opisanej. Obraz bodu O
v osovej sumernosti podla priamky AC oznacme P. Dokadzte, Ze stredy iseciek AO a BP
leZia na tej istej kolmici na priamku BC. (Patrik Bak)

RieSenie. Oznacme postupne M, N, X, Y stredy tse¢iek AC, AB, BP, AO. (Bod M
je samozrejme stredom aj tsecky OP.) Use¢ky NY, Y M, M X, X N st potom postupne
strednymi prieckami trojuholnikov ABO, OPA, PBO, BPA (obr.1).

Obr. 1

Plati tak
INX| = 3|AP| = |Y M|
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a zéroven

INY| = §|BO| = [XM].

Kedze bod O je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC, plati |BO| = |AO|
a z osovej sumernosti navyse aj |AO| = |AP|. To dokopy znamena, Ze

INX| = [Y M| = |NY| = |XM].

Ak neplati X =Y (ked je tvrdenie ulohy zrejmé), posledné rovnosti vedi ako je zname
k zaveru, ze NXY M je kosostvorec alebo Stvorec, a jeho uhlopriecka XY je teda kolma
na druht uhlopriecku M N, ¢o je zaroven stredna priecka trojuholnika ABC rovnobezna
s jeho stranou BC.! Preto je XY kolmé na BC, ako sme chceli dokazat.

Iné riesenie. Budeme poditat vzdialenosti bodov od kolmice na stranu BC' vedenej
bodom B. Pre Tubovolny bod Z ozna¢me tato vzdialenost dz. Pri rovnakom oznaceni
bodov X, Y, M ako v prvom rieSeni nam staci dokazat, ze dy = dx (obr. 2).

Obr. 2

Kedze Y je stredom AO a O lezi na osi strany BC', plati
dy = %(dA —+ do) = %dA —+ idc.

Podobne z uréenia bodu X vyplyva rovnost dx = %d p, a tak staci vyjadrit aj vzdia-
lenost dp pomocou d4 a do. To je ale jednoduché, lebo bod M je spoloénym stredom
AC a OP, a preto plati

dy = %(do + dp),

priom dy; = 1 (da + d¢). Z toho uz nachadzame
dx = 3dp =dy — 3do = 3(da + dc) — Jdo = 3da + 3dc.

Mame tak dy = dx a sme hotovi.

Za Uplné rieSenie dajte Sest bodov. Nelplné postupy vedené ako v prvom vzorovom rieSeni hodnotte
nasledovne:

! Kolmost tise¢iek XY a M N mozno v danej situacii zdévodnit aj bez ivah o druhu stvoruholnika
NXMY. Z rovnosti | XM| = |XN| a |Y M| = |YN]| totiz vyplyva, Ze oba body X a Y lezia na osi
usecky M N.



> Za dokreslenie bodu N dajte 1 bod. Ak riesitel navySe ukdze, ze NXMY je rovnobeznik (resp.
kosostvorec), dajte dalsie dva (resp. styri) body. Styrmi bodmi oceiite aj dokaz kolmosti tseciek

XY a M N bez pouzitia kosostvorca ako v poznamke 1 pod ¢iarou.

> Zabudnutie na pripad X =Y (ktory pre ostrouhly trojuholnik ABC, ako moZno ukazat, nastat
ani nemoze) nepenalizujte.

Pri rieseniach, ktoré poéitaja so vzdialenostami od kolmice vedenej bodom B (¢&i uz priamo, alebo
vo forme stradnic kolmych priemetov bodov na priamku BC' v Glohe &iselnej osi), je bodovacia schéma
nasledujuca:

> Za uvedenie, ze staci dokdzat dx = dy, dajte 1 bod.

> Za vhodné vyjadrenie jednej zo vzdialenosti dx, dy dajte 2 body, za vyjadrenie druhej z nich
tym istym vyrazom potom dajte 3 body. Ak je ale druhd vzdialenost vyjadrena inym vyrazom,
zdverecné 3 body dajte az za dokaz, ze vyrazy pre obe vzdialenosti maji rovnakt hodnotu (napr.
ekvivalentnymi Gpravami ich rovnosti).

3. Pre lubovolni stvorprvkovi podmnozZinu P mnoZiny {1,2,3,...,12} oznaéme
Q={3z:x€ P} a R={4x:z € P}.

Urcte pocet takych mnozin P, pre ktoré cisla z P, Q, R ddvaju po deleni cislom 13
véetky mozné nenulové zvysky. (Jaromir Simsa)

RieSenie. So vSetkymi ¢islami budeme poécitat modulo 13, teda ako so zvyskami po
deleni 13. Dalej je zrejmé, Ze nielen mnozina P, ale aj obe odvodené mnoziny Q a R st
Stvorprvkové. Preto ak maju tri uvedené mnoziny obsahovat vSetky nenulové zvysky
modulo 13, ktorych je dvanast, musia byt navzajom disjunktné.

Nech P je lubovolna mnozina spliiajica poziadavky talohy a nech z € P. Potom
z incidencii 3x € Q a 4z € R vyplyva, ze ¢islo 12x = 3 - 4x = 4 - 3z nepatri do Q ani
do R, lebo 4z ani 3x nepatri do P a kazdé dve rézne c¢isla maja rozne trojnasobky aj
rozne Stvornasobky. Preto 12x € P a aj

312 =10x € Q a 4-12z =9z ¢ R.

Sestica ¢isel (w, 4z, 3x, 12z, 92, 10z) so zaradenim (P, R, Q, P, R, Q) m4 navyse, ako sa
Tahko overi, tu vlastnost, ze kazdy jej nasledujuci ¢len je (modulo 13) Stvornasobkom
predchadzajuceho ¢isla, ¢o plati aj cyklicky, teda aj pre posledny a prvy clen.

Vsetky ¢isla od 1 do 12 vytvaraju dve cyklické Sestice opisaného druhu

(1,4,3,12,9,10) a (2,8,6,11,5,7)

a na urcenie vyhovujicej mnoziny P sta¢i len zadat, ktoru z troch pouzitych farieb éisla
z P maju — v kazdej z oboch Sestic nezavisle. Hladany pocet je preto rovny 3 x 3 = 9.

Iné riesenie. Pocitajme opit s ¢islami ako s ich zvyskami modulo 13. Vdaka tomu, Ze
27x = x pre kazdy zvysok z, sa mnozina vsSetkych 12 nenulovych zvyskov modulo 13
rozpadé na Styri cyklické trojice (x,3z,9x), konkrétne

A=(1,3,9), B=(2,6,5), C =(4,12,10), D = (7,8,11).
Z Tubovolnych dvoch zvyskov v kazdej trojici je jeden trojnasobkom druhého, takze
do P musi patrit po jednom prvku z kazdej z trojic A, B, C, D. Pre taky vyber

jedného prvku a z trojice A a jedného prvku b z trojice B mame 3 X 3 = 9 moznosti.
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Ukéazeme, ze kazdé dva také prvky a, b mozno prave jednym sposobom doplnit niekto-
rymi prvkami ¢ z trojice C' a d z trojice D na mnozinu P = {a,b,c,d}, ktord bude
vyhovovat poziadavkam tlohy.

Vsimnime si, Ze Stvornasobok kazdého prvku z trojice A, resp. C' je prvok patriaci
naopak do trojice C, resp. A. Tuto vlastnost mé nielen par trojic A a C, ale tiez par
trojic B a D. Ak mé preto dany prvok a z trojice A (zlozenej z a, 3a, 9a) patrit do P,
nesmie tam z trojice C' (zlozenej zo zvyskov 4a, 4 - 3a, 4 - 9a) patrit ani jej prvok 4a
(ten musi lezat v R), ani jej prvok 4 - 9a rovny 10a (lebo jeho Stvornasobok 40a = a by
potom lezal v P aj R), takze do P nutne patri zvy$ny prvok z C, ¢ize ¢ = 4 - 3a = 12a.
Podobne s danym prvkom b z trojice B musi do P patrit aj prvok 12b z trojice D.

Ostava ukézat, ze kazd4 takto zostavend mnozina P = {a,b, 12a,12b} mé pozado-
vanu vlastnost. Vyplyva to z nasej konstrukcie vyjadrenej tabulkou

A B (C D
P a b 12a 12b
Q@ 3a 3b 10a 10b
R 9a 95 4a 4b

Hladany pocet vyhovujtacich mnozin P je rovny 9.

Za Gplné riesenie je 6 bodov. Postupy, ktoré sa namiesto uplatnenia kombinatorického pravidla stc¢inu
zaoberaju konstrukciou konkrétnych prikladov vyhovujicich mnozin P, hodnotte podla tejto schémy:

> Za zostrojenie aspon jednej mnoziny P dajte 1 bod.
> Za konstrukciu vSetkych deviatich mnozin P dajte 3 body.

> Zvys$né tri body dajte za zddvodnenie, ze iné mnoziny P nevyhovuji. Pritom ziskom 1 bodu
oceitte napriklad odvodenie ¢iastoéného poznatku, ze 12z € P pre kazdé © € P (alebo aj viac
podobnych, s nim ekvivalentnych poznatkov) bez dalsieho podstatného pokroku.

4. Urcte, kolkymi sposobmi mozno utvar

Obr. 3

vydlazdit dominovymi kockami. (Josef Tkadlec)

RieSenie. Policka daného Gitvaru ofarbime Sachovnicovo a titvar rozdelime na tri zhodné
atvary Uy, Us, Us, ako je naznacené na obr. 4.
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Uy

Uz

Uz

Obr. 4

Teraz si vSimneme, ze utvar U; pozostava z rovnakého poctu c¢iernych a bielych
policok a navySe susedi iba s polickami jednej farby. Pritom Iubovolna dominova kocka,
ktorad by mohla zvonka presiahnut do U;, pokryva jedno z bielych poli¢ok diagonaly Us
susediacej s U, kde teda moze zakryt jedine jedno zo susednych ¢iernych poli¢ok tt-
varu U;. Kazdé také presahovanie by teda narusilo zistent rovnovahu ¢iernych a bielych
policok ttvaru U; v neprospech (volnych) ¢iernych poli¢ok, preto utvar U; je vydlazdeny
bezo zvysku a bez presahovania. Analogickt ivahu mozno spravit pre utvar Us, a tym
padom aj atvar U, je nutne vydlazdeny bezo zvysku. Ak oznacime k pocet moznosti,
ako vydlazdif dominovymi kockami ttvar Uj, je hladany podet sposobov rovny k3.

Hodnotu £ urcime tak, ze pomocou matematickej indukcie vyriesime vseobecnejsiu
tlohu. Budeme dokazovat, ze Utvar L, vzniknuty ,prilepenim“ n kusov tvaru obréate-
ného L k obdlZnicku 1 x 2 (obr. 5) mozno vydlazdif prave 2n + 1 spdsobmi.

Inpinginciul

Ll L2 L3 L4

Obr. 5

Utvar L, sa da naozaj vydlazdit tromi sposobmi. Na prevedenie indukéného kroku
od m k m + 1 uvazujme utvar L,,;1 a rozliSme dva pripady. Ak je pravé horné obra-
tené L vydlazdené bezo zvysku, ostédva vydlazdit atvar L,,, ¢o sa dé4 2m + 1 spésobmi.
V opacnom pripade je spodné policko  spomenutého L pokryté vodorovnou kockou, ¢o
postupne vynuti polozenie dalsich vodorovnych kociek (ako na obr. 6 vlavo) a nasledne
aj zvislych kociek (ako na obr. 6 vpravo), az ostane vydlazdit Stvorec 2 x 2 vpravo hore,
¢o mozno dvoma sposobmi. Celkom tak mame (2m + 1) + 2 = 2(m + 1) 4+ 1 sposobov
vydlazdenia L,,+1, ¢im sme indukény krok dokoncili.
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Obr. 6

Kedze Ly = Ui, je hladané k rovné 11 a celkovy pocet moznosti, ako vydlazdit
povodny ttvar, je tak k3 = 113 = 1331.

Iné rieSenie. Zamerajme sa na pif policok, ktoré tvoria lavy horny okraj pokryvaného
atvaru. Kazdé z tychto policok je pokryté vodorovnou alebo zvislou kockou. Vidno, ze
ak je niektoré z tychto policok pokryté vodorovnou kockou, tak aj vsetky policka sikmo
nahor doprava od neho st pokryté vodorovnymi kockami (postupne policka 1, 2, 3 na
obr.7A), ¢o dalej implikuje pokrytie dalsich poli¢ok zvislymi kockami (postupne policka
4, 5, 6 na obr.7B). Podobne, ak je niektoré z onych piatich poli¢ok pokryté zvislou
kockou, st aj vSetky policka $ikmo nadol dolava od neho pokryté zvislymi kockami, ¢o
implikuje pokrytie dal$ich poli¢ok vodorovnymi kockami ako v dolnej ¢asti obr. 7C.

Napalin

]
A B S e
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Obr. 7

Teraz rozlisSme tri pripady.

1. Vsetkych pif policok je pokrytych zvislymi kockami. Potom vynutend cast
dlazdenia vyzera ako na obr. 7D.

2. Vsetkych pét policok je pokrytych vodorovnymi kockami. Potom vynutené cast
dlazdenia vyzera ako na obr. 7E, pricom $tvorec E' moze byt vydlazdeny dvoma roznymi
sposobmi (a musi byt vydlazdeny bezo zvysku).

3. V jednom zo Styroch miest oznacenych na obr. 7C sipkami dochédza k tomu, ze
policka napravo nahor od tohto miesta st pokryté vodorovnymi kockami a policka
nalavo nadol od tohto miesta st pokryté zvislymi kockami. Potom vynitend cast
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dlazdenia vyzera ako na obr. 7C, pri¢om Stvorec C' moze byt vydlazdeny dvoma réznymi
sposobmi (a musi byt vydlazdeny bezo zvysku).
Ukézali sme, Ze Gtvar U; z obr. 4prvého riesSenia musi byt vydlazdeny bezo zvysku,
a to jedendstimi moznymi spésobmi (1 + 2 4+ 4 -2 = 11). Zo symetrie vyplyva, Ze aj
utvar Us musi byt vydlazdeny bezo zvysku, a to jedenéstimi moznymi sposobmi. Ostéva
cast U, ktord je rovnaka ako U; a Us, mozno ju teda vydlazdit jedendstimi moznymi
sposobmi. Celkom mozno atvar vydlazdit 112 = 1331 sposobmi.
Za plné riesenie dajte 6 bodov.
> Za zdévodnenie, 7e hladany pocet moznosti je k3, pri¢om k je poéet moznosti ako vydlazdif mensi
utvar, dajte 3 body.
> Za Uspesné urcenie k = 11 dajte 3 body, a to aj v pripade, Ze ich riesitel ndjde rozborom vsetkych
moznosti.
Pri postupe blizSom druhému rieseniu dajte
> 1 bod za tivahy z obr. 7A a obr. 7B o vynutenych tahoch,
> 1 bod za symetrickti ivahu zodpovedajicu vynutenym tahom v dolnej ¢asti obrazka 7C,
> 1 bod za zdoévodnenie, ze utvar U; musi byt vydlazdeny bezo zvysku (pomocou vynutenych tahov
ako na obr. 7C).
> Ak ale chybaju pripady D, E z obr. 7, alebo je chybne uréeny poc¢et moznych vydlazdeni ttvaru Uy,
dajte celkom iba 4 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek uplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vSetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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