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69. roénik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia tloh doméceho kola kategorie C

1. Ndjdite vsetky Stvorciferné cisla abed s cifernym suctom 12 také, Ze ab — cd = 1.
(Patrik Bak)

.....

PodTla hodnoty cifry d tak mame dve moznosti.

Ak d < 9, pricitanim jednotky ,neprejdeme cez desiatku“, takze pre jednotlivé
cifry plati a = ¢ a zaroven b = d + 1. V tom pripade je ciferny siucet hladaného ¢isla
rovny

at+bt+c+d=c+(d+1)+c+d=2(c+d)+1,

¢o je neparne ¢islo, a teda sa nemoze rovnat ¢islu 12.

Pre d = 9 naopak pri¢itanim jednotky ,prejdeme cez desiatku“, takZze musi byt
b=0aa=c+1Z9. Pre ciferny sucet hfadaného ¢isla potom plati a + b+ c+ d =
=(c+1)4+0+4+c+9 =2c+ 10, ¢o je rovné 12 prave vtedy, ked ¢ = 1. Dostéavame tak
jediné riesenie ¢ = 1, ku ktorému dopocitame a = c+ 1 = 2.

Jediné vyhovujuce stvorciferné ¢islo je ¢islo 2019.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. N4jdite vsetky Stvorciferné éisla abcd s cifernym sactom 13 také, ze ab = cd. [Také
¢islo abab neexistuje, lebo jeho ciferny stcet je parny.]

N2. N4jdite vSetky Stvorciferné &isla abed s cifernym stctom 12 také, ze ab—cd = 10. [Také
éislo ab(a — 1)b neexistuje, lebo jeho ciferny sacet je neparny.]

N3. N&jdite vSetky Stvorciferné &isla abed s cifernym suctom 8 také, ze ab = cd. [1313,
2222, 3131, 4040]

D1. N&ajdite najvécsie a najmensie Stvorciferné ¢isla abed s cifernym sactom 13 také, ze
ab — cd = 10. [7060, 1606 — ak pripustime zapis 06, inak 2515.]

D2. Najdite vsetky osemciferné ¢isla abcde fgh s cifernym stctom 16 také, ze efgh —abed =
= 1. [Vysvetlite najskor, preco pri séitani abed + 1 musi nastat prdve jeden prenos
jednotky do vyssieho radu, takze kazdé hladané &islo je tvaru abc9 ab(c + 1)0. Vyhovuja
¢isla 10291030, 11191120, 1209 1210, 2019 2020, 21092110, 3009 3010.]

2. Danyj je konvexny Sestuholnik ABCDEF, ktorého vsetky strany s zhodné a protilahlé
strany rovnobezné. Bod P je taky, Ze stvoruholnik CDEP je rovnobezZnik. Dokdzte, Ze
bod P je stredom kruznice opisanej trojuholniku ACE a siucasne aj priesecnikom vysok

trojuholnika BDF . (Jakub Léwit)

RieSenie. Ozna¢me d dlzku stran daného Sestuholnika. Rovnobeznik CDEP je zrejme
kosostvorec, pretoze obe tisecky CD a DE majt rovnakt dizku d. Rovnaku dlzku d
maju teda aj tsecky PC a PE. Zo zadania vieme, ze isecCky AB a DFE st rovnobezné
a zhodné, preto aj usecky PC a AB sa rovnobezné a zhodné, z ¢oho vyplyva, ze aj
Stvoruholnik ABCP je kosostvorec so stranou dlzky d (obr. 1). Vdaka tomu dostdvame



|PA| = |PC| = |PE| = d, abod P je tak naozaj stredom kruznice opisanej trojuholniku

ACE.

Obr. 1 Obr. 2

Stvoruholnik BCEF je rovnobeznik, pretoze jeho protilahlé strany BC a EF
st rovnobezné a zhodné. Potom aj jeho protilahlé strany CE a BF st rovnobezné.
Aby sme ukazali, ze priamka DP je kolma na priamku BF (obr. 2), sta¢i si uvedomit,
ze uhlopriecky kosostvorca CDEP st navzajom kolmé. Naozaj, z kolmosti CE 1. DP
a rovnobeznosti CE || BF vyplyva DP 1 BF'. To vlastne znamen4, ze D P je priamkou
vysky z vrcholu D trojuholnika BDF'. Podobne — vyuzitim navzajom kolmych uhlo-
priecok kosostvorca ABC P a rovnobeznych protilahlych stran AC a DF rovnobeznika
ACDF — dokédzeme, ze na priamke BP lezi vyska trojuholnika BDF' z vrcholu B.
Bod P je teda prieseénikom vySok trojuholnika BDF', ako sme mali tiez dokézat.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Dokazte, ze uhlopriecky kosoStvorca si na seba kolmé a Ze sa navzajom rozpolujd.
[Uhlopriecky su zaroven vyskami rovnoramennych trojuholnikov s vrcholmi vo vrcho-
loch kosostvorca.]

Dokazte, ze ak st dve zhodné uisecky neleZiace v jednej priamke rovnobezné, tvoria
ich krajné body rovnobeznik. [Dokreslite dalsie dve tseéky, ktoré s danymi Gseckami
vytvoria konvexny $tvoruholnik. Jeho uhlopriecka rozdeluje Stvoruholnik na dva troj-
uholniky, ktoré st zhodné podla vety sus.]

Konvexny Sestuholnik ABC DEF méa vsetky strany zhodné a protilahlé dvojice stran
rovnobezné. Dokazte, ze stred usecky C'F je totozny s prieseCnikom priamok AD a BFE.
[ACDF aj ABDE st rovnobezniky.]

Konvexny Sestuholnik ABCDEF mé v8etky strany zhodné a protilahlé dvojice stran
rovnobezné. Oznaéme X a Y priese¢niky vysok trojuholnikov ACE a BDF'. Dokéazte,
ze v pripade X # Y stred tsecky XY rozpoluje tsecku AD. [Z rovnobeznikov ABDE
a ACDF vidime, ze tusecky AD, BE a CF prechadzaju jednym bodom. Ten urcuje
stredovt simernost, v ktorej si zodpovedaju ako body A, D, tak body C, F i body
E, B, a teda aj trojuholniky ACE a DF B. Preto st podla stredu usecky AD stiimerne
zdruzené nielen prieseéniky vySok spomenutych trojuholnikov (ako sme mali ukédzat),
ale aj ich faziskd, stredy im opisanych aj stredy im vpisanych kruZnic. Rovnaké
zévery platia aj pre tri dalsie dvojice simerne zdruzenych trojuholnikov (ABC, DEF),
(ABF,DEC) a (AEF, DBC).]



3. Urcte vsetky dvojice prirodzenych cisel a a b, pre ktoré plati
2[a, b] + 3(a,b) = ab,

pricom [a,b] oznacuje najmensi spolocny ndsobok a (a,b) najvicsi spoloény delitel
prirodzenych cisel a a b. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Vyuzitim znamej rovnosti m - n = [m,n| - (m,n), ktora plati pre lubovolné
prirodzené ¢isla m a n, modzeme zadant rovnicu upravit na tvar

2[a,b] + 3(a,b) = [a,b] - (a,b).

Pre zjednodusenie zapisu ozna¢me u = [a,b] a v = (a,b), pricom u, v st prirodzené
Cisla, pre ktoré zrejme plati u = v, lebo najmensi spolo¢ny nésobok ¢isel a a b uréite nie
je mensi ako ktorykolvek ich spolo¢ny delitel. Mame tak riesit rovnicu 2u + 3v = wuw,
ktoru kvoli tomu upravime na tvar

w —2u—3v+6=06, cize (u—3)(v—2)=6, (1)

pricom u, v st prirodzené &sla spliiajuce podmienku u > v a samozrejme aj podmienku
v | u (spolo¢ny delitel deli spoloény nésobok).
Pre v = 1 nevyjde u prirodzené, musi teda byt v —2 = 0, a teda aj u — 3 = 0.
Cislo 6 mozno napisat ako stcin dvoch nezdpornych &isel styrmi spdsobmi:
> 6=06-1, takze u = 9, v = 3. KedZe (a,b) = 3, mdzeme pisat a = 3«, b = 35,
pricom (a, f) = 1, teda 9 = [a,b] = 3[a, f], ¢o dava {«a, B} = {1, 3}, ¢ize {a,b} =
={3,9}.
> 6 =3-2, takZze u = 6, v = 4, potom ale nie je splnend podmienka v | .
> 6=2-3, takze u =5,v=>5aab=[a,b](a,b) = uv = 5-5. Ak sa najvicsi spolo¢ny
delitel ¢isel a a b rovna ich najmensiemu spolo¢nému néasobku, je a = b = u = v,
teda a = b =>5.
> 6 =1-6, takze u = 4, v = 8, potom ale nie je splnend podmienka u = v.
RieSeniami st usporiadané dvojice (a,b) € {(5,5),(3,9),(9,3)}.

Iné rieSenie. Oznacme (a,b) = D. Hladané ¢isla potom moéZzeme napisat v tvare a =
= aD, b= gD, pricom « a st navzajom nesudelitelné prirodzené ¢isla, takZe najmensi
spoloény nasobok vyjde ako [a,b] = afD. Dosadenim do zadanej rovnice a jej tipravou
dostaneme
2a8D + 3D = aDpD,
208+ 3 = aBD,
1-1-3=ap(D - 2).

KedZe o aj B st prirodzené ¢isla a lava strana je kladné, musi byt aj D —2 = 1. Z troch
moznych poradi rozkladu ¢isla 3 na sGéin troch ¢initelov (3 =3-1-1=1-3-1=1-
-1-3) dostavame tri riesenia («, 5, D) € {(3,1,3),(1,3,3),(1,1,5)}, ku ktorym lahko
dopoc¢itame usporiadané dvojice (a,b) = (aD, D) € {(9,3), (3,9), (5,5)}.

Iné rieSenie. Pravi strana zadanej rovnice je delitelnd ¢islom a, a preto je nim delitelna
aj lava strana. Aj najmens$i spolo¢ny néasobok ¢isel a a b, ktory sa vyskytuje na lavej
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strane rovnice, je ¢islom a delitelny, a preto nim musi byt delitelné aj ¢islo 3(a,b).
Rovnaka tvaha vedie k zéaveru, ze ¢islo 3(a,b) je delitelné aj ¢islom b, takze je spolu
delitelné ¢islom [a,b], ktoré je vSak samo vzdy nasobkom ¢isla (a,b). Vzhladom na
to, ze Cislo 3 je prvodislo, je ¢islo [a,b] rovné bud samotnému éislu (a,b), alebo jeho

trojnasobku.

Prvy pripad [a,b] = (a,b) nastane prave vtedy, ked a = b — z rovnice 2a + 3a = a?

potom vychédza a = 5. Druhy pripad [a, b] = 3(a, b) vzhladom na to, Ze 3 je prvodislo,

nastane prave vtedy, ked {a,b} = {d, 3d} pre vhodné prirodzené d — z rovnice 2 - 3d +

+ 3d = 3d? potom vychadza d = 3. Je teda bud a = b = 5, alebo {a,b} = {3,9}.
Ulohe tak vyhovuji prave tri usporiadané dvojice (3,9), (9,3), (5,5).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte vSetky dvojice a, b celych kladnych ¢isel, pre ktoré plati a - [a,b] = 4 - (a,b),
pricom symbol [a,b] oznacuje najmensi spoloény nasobok a (a,b) najvicsi spoloény
delitel celych kladnych éisel a, b. [62-C-S-2]

N2. Dokézte, ze najmensi spoloény nasobok [a,b] a najvicsi spolo¢ny delitel (a,b) Tubo-
voInych dvoch kladnych celych &isel a, b spliajt nerovnost a - (a,b) + b - [a, b] = 2ab.
Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost. [60-C-I-5]

D1. N4jdite vsetky dvojice prirodzenych &isel a, b, pre ktoré plati rovnost mnozin {a-[a, b],
b-(a,b)} = {45,180}, pricom (z,y) oznacuje najvacsi spoloény delitel a [z, y] najmensi
spoloény nasobok &isel z a y. [61-C-S-1]

D2. Najdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel a, b, ¢, pre ktoré plati mnozinova rovnost
{(a, b), (a,c), (b,c),[a,b], [a, ], [b, c]} = {2,3,5,60,90, 180}, pricom (x,y) a [z, y] ozna-

¢uje postupne najvicsi spolo¢ny delitel a najmensi spolo¢ny nasobok c¢isel z a y.
[61-C-1-3]

4. Vnautri strany BC' trojuholnika ABC' je dany bod K. Oznacme M stred strany BC
a predpokladajme, Ze rovnobezka s priamkou AK vedend bodom M pretina stranu AC
vo wvnutornom bode L. Dokadzte, Ze priamka KL deli trojuholnik ABC' na dve casti
s rovnakym obsahom. (Josef Tkadlec)

Riesenie. Obsah trojuholnika XY Z budeme oznacovat S(XY 7).

Kedze podla zadania st body A a L rbézne, su rozne aj body K a M. Plati
S(KML)= S(AML), pretoze trojuholniky K ML a AM L maja zhodnu zékladnu M L
aj vysku na 1u, lebo priamky AK a LM su podla predpokladu rovnobezné (obr. 3).

Vyjdeme z toho, ze taznica AM deli trojuholnik ABC na dva trojuholniky BM A
a C'M A s rovnakym obsahom, pretoze oba trojuholniky maji rovnaku vysku na zhodné
strany BM a C'M, a vyuZijeme aj vyssie dokdzana rovnost S(KML) = S(AML). To
uZ staci na to, aby sme dokézali, ze S(KCL) = $S(ABC), ¢o dava pozadovant rovnost
obsahov stvoruholnika BK LA a trojuholnika KC'L, ako ukazuje vypocet

S(KCL) = S(KML) + S(LMC) =
S(AML) + S(LMC) =
S

(ACM) = %S(ABC’).


https://skmo.sk/dokument.php?id=687
https://skmo.sk/dokument.php?id=368
https://skmo.sk/dokument.php?id=457
https://skmo.sk/dokument.php?id=453
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Iné riesenie. Uvazujme ¢islo k urcené rovnostou |CK| = k|BC| a ozna¢me v vzdia-
lenost bodu A od priamky BC' (obr.4). Z podobnosti trojuholnikov AKC a LMC
vyplyva, Ze pre vzdialenost w bodu L od priamky BC' plati
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Obsah trojuholnika K C'L je teda rovny

1 1 1
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ako sme mali dokazat.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

Presvedcte sa, ze stredné priecky (t.j. spojnice stredov stran) delia lubovolny troj-
uholnik na $tyri zhodné trojuholniky. [Stredné priecky st rovnobezné s protilahlymi
stranami, a preto su vSetky Styri trojuholniky podobné. Zhodnost vyplyva z toho, Ze
stredné priecky rozpoluju jednotlivé strany.]

Uvedomte si, ze dva trojuholniky maji zhodné obsahy, ak sa zhoduja ako v dvoch
stranach, tak aj v k nim prislachajicich vyskach. Pouzitim tohto pravidla vysvetlite,
preco jedna taznica Tubovolného trojuholnika rozpoluje jeho obsah, zatial ¢o vSetky
tri faznice delia jeho obsah na Sest rovnako velkych dielov. [V trojuholniku ABC
s taznicami AA;, BBy, CC1 a taziskom T pre prvé tvrdenie o faznici AA; pouzite
pravidlo na dvojicu trojuholnikov (ABA1, AC A1), pre druhé tvrdenie o Siestich dieloch
navySe aj na dvojice (AT'C1, BTC4), (BT A1,CTA;1) a (CTB1,ATB1).]

Uvedomte si, ze dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju v jednej strane, maja svoje obsahy
v pomere prislachajicich vySok na tato stranu. Pouzitim tohto pravidla vysvetlite,
preco tri usecky, ktoré spajaja vrcholy trojuholnika s jeho faziskom, delia jeho obsah
na tri rovnako velké diely, bez toho, Ze pritom pouzijete vysledok tilohy N2. [Tazisko
mé od kazdej strany trojuholnika trikrat mensiu vzdialenost ako protilahly vrchol.]
Nad preponou AB pravouhlého trojuholnika ABC' zostrojme $tvorec ABDE. Zistite
(v zavislosti od dlzok stran trojuholnika), v akom pomere rozdeluje priamka vysky
z vrcholu C na preponu AB obsah Stvorca ABDE. [Podla Euklidovej vety o odvesne
to je a? : b2, pretoze priamka vyiky z vrcholu C deli $tvorec na dva obdlzniky so
spoloénou stranou.]

Uvedomte si, ze dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju v jednej vyske, maji svoje obsahy
v pomere dlzok stran, ktorym tato vyska prislicha. PouZitim tohto pravidla potom
dokézte tvrdenie: Lubovolny konvexny stvoruholnik je svojimi uhloprieckami rozdeleny
na Styri trojuholniky s obsahmi, ktoré mozno oznacit Si, Sa, S3 a Si tak, ze plati
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S1 :S2 =S4 : S3 a ze rovnost So = S4 nastane prave vtedy, ked st rovnobezné tie
strany $tvoruholnika, ktoré prislichaju trojuholnikom s obsahmi S1 a S3. [Ak oznaéime
doty¢né obsahy S; Styroch trojuholnikov v kruhovom poradi okolo ich spolo¢ného
vrcholu, oba pomery S; : Sg a S4 : S3 buda zhodné s pomerom, v akom jedna z uh-
lopriec¢ok stvoruholnika deli jeho druht uhlopriecku. Rovnost Se = Sy je ekvivalentna
s rovnostou S1 + S = S1 + S4, ktord je rovnostou obsahov dvoch trojuholnikov so
spoloénou stranou.]

5. Tabulku 3 x 3 mdme vyplnit deviatimi dangmi ¢islami tak, aby v kazdom riadku aj
stipci bolo najvicsie ¢islo suctom ostatnych dvoch. Rozhodnite, ¢i je mosné taki ulohu
splnit s ¢islami

a/) 1; 27 37 47 5; 67 77 8; 9;

b) 2,83 4,5, 6,7, 8,9, 10.
Ak dno, zistite, kolkymi sposobmi moZno ulohu splnit tak, aby najvicsie c¢islo bolo
uprostred tabulky. (Jaromir Simsa)

Riesenie. Stucet ¢isel v kazdom riadku (aj v kazdom stlpci) je parny, rovna sa totiz
dvojnasobku najvicsieho z troch zapisanych ¢isel. Preto musi byt aj sucet vsetkych ¢isel
zapisanych v tabulke parny. Kedze v pripade a) je sucet ¢isel rovny 45, ilohu nemozno
splnit.

Kedze sucet ¢isel v pripade b) je parny (10-11/2 — 1 = 54), pokusime sa tabulku
vyplnit pozadovanym sposobom. Medzi danymi deviatimi ¢islami je pét ¢isel parnych
(budeme ich oznacovat symbolom P) a Styri neparne ¢isla (tie budeme oznacovat
symbolom N). Symbolicky teda musi v kazdom riadku aj stipci platit jedna z rovnosti
P=N+N, P =P+ P alebo N = P+ N. Ak sa pozrieme na pocty pouzitych parnych
a neparnych ¢isel v tychto rovnostiach a zohladnime aj to, Ze musime pouzit viac ¢isel
parnych ako neparnych, ustdime, Ze aspoii jeden riadok a jeden stipec musi byt typu
P=P+P.

Riadky nasej tabulky mozeme prehadzovat medzi sebou, bez toho, aby sme porusili
podmienku zo zadania. Podobne to plati pre stipce. MoZeme preto predpokladat, ze ako
prvy riadok, tak aj prvy stipec obsahuju iba pérne é&isla (st teda typu P = P + P).
Pozrime sa na ich spolo¢né polic¢ko (Tavy horny roh tabulky), v ktorom musi byt napisané
jedno z cisel 2, 4, 6, 8 alebo 10.

Vypiseme pre kazdého z piatich kandidatov vSetky prislusné rovnosti pre splnenie
podmienky tlohy pre prvy stipec a prvy riadok:

2=6—-4=8-6=10—-8, 4=6—-2=10—-6, 6=2+4=8—-2=10—4,
8=24+6=10—-2, 10=8+2=06+4.

Vidime, Ze iba Stvorku a osmic¢ku dvoma ,disjunktnymi* sposobmi zapisat nemozno,
preto v spolo¢nom policku musi byt napisané jedno z ¢isel 2, 6 alebo 10 a tabulka tak
musi byt (az na poradie riadkov, stlpcov a pripadné preklopenie podla uhlopriecky)
vyplnena parnymi ¢islami jednym z troch spdsobov (hviezdicky tu oznacuju Styri
neparne ¢isla 3, 5, 7, 9 zapisané v niektorom poradi), ktoré budeme dalej skiimat:

8110 6128 101416
x| % x| * x| %
x| 10| * | % x| %
Typ A Typ B Typ C



V tabulke typu A by sme v 2. a 3. stlpci museli mat 8 = 3+5a 10 = 3+7, ¢éislo 3 vsak

nemdze byt v oboch stipcoch, preto pozadované vyplnenie tabulky typu A neexistuje.
V tabulke typu B mame v 3. riadku a 3. stipci opit ¢isla 8 a 10 a z uz uvedenych

rovnosti naopak vidime, ze tabulku mozno doplnit jedinym vyhovujicim sposobom

62|38 216
— | 7110
10| 713 914

Tabulku sme rovno premenili (vzajomnou vymenou najskor prvého stipca s druhym
a potom druhého riadku s tretim) na jeden z moznych tvarov, ked ¢islo 10 stoji uprostred
tabulky, ako vyzaduje zadanie tlohy.

Napokon v tabulke typu C mame v 3. riadku jedinti moZnost vyjadrenia 8 = 5+ 3,
zatial ¢o v 3. stpci je to jedine 6 = 9 — 3. T¥m je uréend pozicia nielen &isel 3, 5 a 9,
ale aj zvy$ného ¢isla 7. Vysledna tabulka zjavne tlohe nevyhovuje.

Ostéava zistit pocet roznych tabuliek, ktoré mozno z vyplnenej tabulky typu B
vytvorit tak, aby ¢islo 10 bolo uprostred. V prostrednom riadku & stipci musia spolu
s 10 byt ¢isla 6 a 4, resp. 7 a 3, pre ich umiestnenie tak mame celkom 4 -2 = 8 moznosti
(Sestku dame na jedno zo Styroch poli¢ok susediacich s prostrednou desiatkou, $tvorka
potom bude na policku protilahlom, sedmi¢ku ddme na jedno z dvoch zvySnych poli¢ok
susediacich s desiatkou; ¢isla v rohovych polickach st potom uz uréené jednoznacne).

Iné riesenie. Este jednym sposobom ukdZeme, %e pozadované vyplnenie tabulky ¢&is-
lami 2 az 10 je (aZ na mozné zmeny poradia riadkov, poradia stipcov a preklopenia
tabulky pozdlz jej uhlopriecok) jediné.

Vyberieme po najvicsom ¢&isle z kazdého riadku (respektive kazdého stlpca)
spravne vyplnenej tabulky, dostaneme v oboch pripadoch tri éisla, ktorych stucet sa
musi podla zadania rovnaf polovici suc¢tu vSetkych deviatich zapisanych ¢isel, teda ¢éislu
54 : 2 = 27, ¢o je 10 + 9 + 8. Preto tri vybrané ¢isla musia byt 10, 9 a 8, lebo kazd4 in4
trojica zapisanych c¢isel ma sucet mensi ako 27. Tak sme zistili, Ze ¢isla 10, 9, 8 musia
byt zapisané kazdé v inom riadku aj v inom stlpci. Vzhladom na vyssie opisané zmeny
tak mozeme predpokladat, ze ¢isla 10, 9, 8 s zapisané na jednej uhlopriecke tabulky
ako na poslednom obrazku predchadzajiceho rieSenia:

* | x| 8
¥ | 9] %
10| * | *

Podmienku tlohy pre riadky a stipce s ¢islami 8 a 10 mozno splnit jedine tak, ako
vyjadruja rovnosti 8 =2+ 6 =3+5a 10 =3+ 7 =4+ 6. Z toho vyplyva, zZe neurcené
¢isla v dvoch rohovych polic¢kach tabulky musia byt 3 a 6 — jediné dve ¢isla vystupujtce
v uvedenych vyjadreniach oboch ¢isel 8 a 10. Umiestnenie ¢isel 3 a 6 je teda (aZ na
mozné preklopenie pozdlZ uhlopriecky s &islami 10, 9, 8) dané:

6|%x|8
¥ |9
10| = | 3




Umiestnenie zvysnych ¢isel 2, 4, 5, 7 je jednoduché — pozri posledna tabulku z pred-
chadzajiceho rieSenia pred koneénou zmenou poradia riadkov a stipcov.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 &islami 1, 2,...,9 tak, aby stucet ¢isel v kazdom riadku
bolo péarne ¢islo? [Nie, kedze potom by musel byt aj sadet vSetkych ¢isel parny a 1 +
+24...49=145]

N2. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢&islami 2,3,...,10 tak, aby v kazdom riadku bolo
najvicsie ¢islo siétom ostatnych dvoch? [Ano, vyhovuje napriklad vyplnenie riadkov
trojicami ¢isel (2,6,8), (4,5,9) a (3,7,10) v akomkolvek poradi.]

N3. Je mozné vyplnif tabulku 3 x 3 &slami 4,5,...,12 tak, aby v kazdom stlpci bolo
najvicsie ¢islo suctom ostatnych dvoch? [Nie. Sucet vSetkych 9 ¢isel je 72, takze studet
troch stipcovych maxim by musel byt 36, ¢o je viac ako 10 + 11 + 12.]

D1. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 éislami 1, 2,...,9 tak, aby stéin éisel v kazdom riadku
bol druhou mocninou nejakého prirodzeného éisla? [Nie, kedze st¢in zadanych ¢isel nie
je druhou mocninou.]

D2. Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢islami 1,2,...,9 tak, aby sucet ¢isel v kazdom riadku
a v kazdom stlpci bol nejakym prvoéislom? [Ano, jedno z rieseni je zlava doprava
a zhora nadol s ¢islami postupne 1, 3, 7, 6, 9, 2, 4, 5, 8]

6. Pre kladné redlne ¢isla a, b, c plati a® + b + ¢ + ab+bc+ ca < 1. Ndjdite najvicsiu
mozZni hodnotu suctu a + b+ c. (Jan Mazak)

RieSenie. Pri rieSeni tejto ulohy je uzitoéné hladaf vztah medzi dvoma zadanymi
vyrazmi. Prvy z nich a? + b? + ¢ 4 ab + bc + ca obsahuje druhé mocniny premennjch,
pricom druhy a + b + ¢ iba prvé mocniny. Jeho umocnenim vsSak dostaneme

(a+b+c)? =a®+b* +c® 4 2(ab + be + ac). (1)
Vyrazy a? + b? + ¢? a ab + be + ac st navy$e vo vzajomnom vztahu, konkrétne
ab+be+ac < a® +b* + 2, (2)

ako lahko odvodime zo zrejmej nerovnosti (a — b)? + (b —¢)® + (¢ — a)? = 0.
Ziskana nerovnost (2) nam spolu s danou nerovnostou umoziiuje pisat

2(ab+be+ac) < a® + b + 2 +ab+be+ac < 1,

takze
ab + bc+ ac < %
Ked teraz sikovne dosadime do rovnosti (1) tak, aby sme zaroven vyuzili aj dant
nerovnost, dostaneme
(a+b+c)? =a*+b*+c®+2(ab+ be+ ac) =
=a’+ >+ + (ab+bc+ac) + (ab+bc+ac) S 1+ 24 =

Njw

A kedze éisla a, b, ¢ st kladné, dostavame odhad

a—l—b+c§\/g.

Ostéava ukazat, ze tto hodnotu mozno aj dosiahnut. NajjednoduchSsou moznostou
je vyskusat a = b = ¢ (lebo potom nerovnost (2) prejde na rovnost). V tomto pripade
z danej nerovnosti vyjde 6a? < 1 s rovnostou pre a = b = ¢ = 1/+/6; pritom pre tieto
hodnoty naozaj vychadza a + b+ c = /3/2.
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Pre kladné &isla a, b, ¢ plati a® + b2 + ab < 2. Najdite najviésiu moznt hodnotu
stc¢inu ab. [Vyuzite odhad 2ab < a? + b?, najvicsia hodnota ab = 2/3 sa dosiahne pre
a=b=./2/3]

Dokézte nerovnost a? 4+ b2 + ¢ = ab + bc + ca a zistite, kedy v nej nastava rovnost.
[Prenasobime dvoma a upravime na tvar (a — b)2 + (b — ¢)2 + (¢ — a)? 2 0, rovnost
nastane prave vtedy, ked a = b = c.]

Reélne ¢isla a, b, c maji stcet 3. Dokazte, ze 3 = ab + bc + ca. Kedy nastane rovnost?
[Vyplyva z rovnosti 9 = (a + b + ¢)?2 = a? + b% + ¢ + 2(ab + bc + ca) a z predoslej
tlohy. Rovnost nastane jedine v pripade a =b=c=1]

Nech a, b, ¢ st kladné redlne cisla, ktorych stcet je 3, a kazdé z nich je nanajvys 2.
Dokazte, Ze plati nerovnost a? + b2 + ¢ + 3abc < 9. [68-C-I1-3]

Pre nezaporné redlne &isla a, b plati a? + b? = 1. Uréte najmensiu aj najvicsiu moznu
hodnotu vyrazu V = (a* + b* + ab + 1)/(a + b). [68-B-1-4]
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