skmo.sk

69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

Informacia pre okresnu komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tlohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni okresnych kol aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 17. februdra.

Upozortiujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovu listinu okresného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovii listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom formdte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo forméte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vsak povinny format, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak préve 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prave traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsetkych
ziakov.

1. Pat a Mat mali kaZdy svoje oblubené prirodzené éislo, ale kaZdy iné. Obe cisla
postupne scitali, odcitali (mensie od vicsieho), vyndsobili a vydelili (vicsie mensim).
Ked takto ziskané vysledky scitali, vyslo im 98. Ktoré oblubené c¢isla mali Pat a Mat?

(Libuse Hozova)

Riesenie. Ak vicsie z oboch cisel oznac¢ime x a mensie y, tak podmienka zo zadania
znie
x
(x+y)+(:v—y)+xy+§ = 08.

Kedze stéet, rozdiel aj sucin ¢isel x a y st prirodzené ¢isla a vysledkom je tiez prirodzené
¢islo, musi byt x nasobkom y, t.j. z = ky pre nejaké prirodzené ¢islo k. Dosadime do
predchadzajucej rovnosti, ktort dalej upravime:

2ky + ky* + k = 98,
k(y* + 2y + 1) = 98,
k-(y+1)2=2-7%

Z toho vyplyva, ze k = 2 a y = 6, teda x = 12. (Pripadny rozklad 98 - 12 sme vyladili,
lebo y je prirodzené ¢islo, teda y + 1 > 1.) Patove a Matove obltbené ¢isla boli 6 a 12.

Navrh hodnotenia. 1 bod za zostavenie ivodnej rovnice; 3 body za zdévodnenie x = ky, dosadenie do
rovnice a nasledné tpravy; 2 body za vysledok.

Pozndmka. Zéaverecna uprava (doplnenie lavej strany na Stvorec a rozklad pravej strany na saéin
prvoéisel) podstatne ulahcuje argumentéiciu. RieSenia bez tohto napadu vyzaduju sktiSania moznosti
odvodené z delitelov, resp. rozkladov éisla 98. Také postupy hodnotte podla kvality sprievodného
komentara.
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2. Obrdzok predstavuje pohlad zhora na trojurstvovi pyramidu tvorend 14 zhodnymi
kockami. KaZdej kocke prislicha jedno prirodzené cislo, a to tak, Ze cisla zodpovedajuce
kockdam v spodnej vrstve su navzdjom rozne a ¢islo na kaZdej dalsej kocke je suctom
¢isel zo Styroch susediacich kociek z nizsej vrstvy. Urcte najmendsie ¢islo delitelné styrmi,
ktoré moze prislichat najvrchnejsej kocke. (Alzbeta Bohinikova)

RieSenie. Cislo prislichajtce najvrchnejsej kocke je uréené Styrmi éislami z druhej
vrstvy, a tie su uplne urcené ¢islami vo vrstve prvej. Pritom kazda rohova kocka prvej
vrstvy susedi s jednou kockou z druhej vrstvy, kazda nerohova kocka na hrane prvej
vrstvy susedi s dvoma kockami z druhej vrstvy a stredova kocka prvej vrstvy susedi so
vSetkymi Styrmi kockami druhej vrstvy. Teda do celkového stc¢tu v najvrchnejsej kocke
prispievaju styri kocky jedenkrat, styri dvakrat a jedna styrikrat.

Pre navzajom rozne cisla v prvej vrstve je najmensie mozné c¢islo v najvrchnejsej
kocke rovné

1-(9+8+7+6)+2-(5+4+3+2)+4-1=62.

Najblizsie vicsie ¢islo delitelné Styrmi je 64, ¢o je najmensie ¢islo prislichajice najvr-
chnejsej kocke, ktoré vyhovuje vSetkym poziadavkam. Tento vysledok mozno dosiahnut
napr. tak, ze namiesto ¢isla 9 v predchadzajicom sicte vezmeme c¢islo 11.

Ndavrh hodnotenia. 2 body za urcenie najmensieho mozného cisla; 2 body za urcenie najmensieho cisla
delitelného Styrmi a konkrétnej vyhovujucej realizacie; 2 body podla kvality komentéra.

Pozndmka. Oznacme ¢isla v prvej vrstve nasledovne:
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Potom ¢isla v druhej vrstve su:
a+b+d+e b+ct+e+ f
d+e+g+h e+ f+h+i

A ¢islo v najvrchnejsej kocke je:

atc+g+i+20b+d+f+h)+4e



3. Uvazujme $tvorciferné prirodzené c¢islo s nasledujiicou vlastnostou: ak prehodime jeho
prvé dvojéislie s druhym, dostaneme Stvorciferné ¢islo o 99 mensie. Kolko je takych cisel
celkom a kolko z nich je delitelnych 92 (Karel Pazourek)

Riesenie. Ozna¢me povodné Stvorciferné ¢islo abed = 1000a + 1006 + 10¢ + d. Podla
zadania plati abed = cdab + 99, pricom b a d st celé cisla od 0 do 9, a a ¢ st celé cisla
od 1 do 9 a navySe a = ¢. Rozpisanim a tUpravou predchadzajticej rovnosti dostavame:

1000a + 1006 + 10c + d = 1000c + 100d + 10a + b + 99,
990a — 990c = 99d — 99b + 99,
10(a —¢)=d—b+1.
7 predchadzajucich obmedzeni vyplyva, ze ¢islo d — b 4+ 1 na pravej strane moze

nadobidat hodnoty od —8 do 10. Z rovnosti navySe vyplyva, Ze toto ¢islo ma byt
nasobkom 10, teda bud 10, alebo 0. Obe moZnosti rozoberieme zvlast:

a) 10(a—c) =d—-b+1=10,tzn. a = c+1,d = 9 a b = 0. Cisel tohto tvaru je
celkom osem (pre c od 1 do 8):

2019, 3029, 4039, 5049, 6059, 7069, 8079, 9089.

Medzi nimi je iba ¢islo 5049 delitelné deviatimi (ciferny stucet 2c¢+1+9 je delitelny
deviatimi pre ¢ = 4).

b) 10(a —¢) =d—b+1 =0, tzn. a = ca b = d+ 1. V tomto pripade mbzeme
dosadzovat ¢ od 1 do 9 a d od 0 do 8, t.j. celkom 9 - 9 = 81 moznosti:

1110, ..., 1918,

9190, ..., 9998.

Ciferny sucet ¢isel tohto tvaru je 2(c + d) + 1, a ten je v ramci naSich obmedzeni
delitelny deviatimi bud pre ¢ + d = 4, alebo pre ¢ + d = 13. V prvom pripade
dostavame Styri cisla:

1413, 2322, 3231, 4140.

V druhom pripade dostavame pift ¢isel:

5958, 6867, 7776, 8685, 9594.

Vsetkych ¢isel vyhovujucich prvej casti zadania je 8+81 = 89. Medzi tymito ¢islami
je 1+4+ 5 =10 delitelnych deviatimi.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za pripravné Upravy a postrehy; 2 body za vysledok; 2 body za Uplnost
a kvalitu komentara.

Pozndmka. Na zadanie tlohy je mozné pozerat sa ako na algebrogram:

cdabd
+ 99

abcd

Niektoré z predchadzajucich ttvah mézu byt v tomto prevedeni nazornejsie.



4. Do vseobecného trojuholnika ABC narysujte bod D tak, aby obsah trojuholnika ABD
bol rovny polovici obsahu trojuholnika ABC' a obsah trojuholnika BC'D bol rovny Sestine
obsahu trojuholnika ABC.
(Riesenie mad byt vSeobecne platné, teda nezavislé na zvolenom trojuholniku, jeho Spe-
cialnych vlastnostiach ¢i rozmeroch. Konstrukcia memoZe byt zaloZend ma merani a
pocitani. Zvolte si trojuholnik, ktory nie je rovnoramenny ani pravouhly.)

(Libuse Hozova)

Riesenie. Rozbor:

Trojuholniky ABC' a ABD maja spolo¢ni stranu AB, teda obsahy tychto troj-
uholnikov st v rovnakom pomere ako velkosti ich vySok na stranu AB. Vyska druhého
trojuholnika preto musi byt poloviénd vzhladom k vyske prvého. To znamend, Ze
vrchol D lezi na strednej priecke trojuholnika ABC' rovnobeznej so stranou AB. Tato
priamka je urcenad bodmi E a F', ¢o su postupne stredy stran AC a BC.

Trojuholniky ABC a BC'D maja spolo¢ni stranu BC, teda obsahy tychto troj-
uholnikov st v rovnakom pomere ako velkosti ich vySok na stranu BC. Vyska druhého
trojuholnika preto musi byt Sestinova vzhladom k vyske prvého. To znamené, Ze vr-
chol D lezi na priamke, ktora je rovnobezné so stranou BC' a ktorej vzdialenost od BC
je Sestinova vzhladom na vzdialenost vrcholu A od BC'. Tato priamka je urc¢end bodmi
I a J, ktoré lezia postupne v Sestinach tseciek BA a C' A, pozri obrazok.

Kedze stredna priecka E'F je zhodné s polovicou strany AB, lezi bod D v tretine
usecky F'F, blizsie bodu F'.

C

Konstrukcia:

e Bod FE ako stred usecky AC.
e Bod F' ako stred tsecky BC.
e Bod D v tretine usecky F'E, blizsie bodu F'.

Stred tsecky je mozné zostrojit pomocou priese¢nikov zhodnych kruznic so stredmi
v koncovych bodoch alebo pomocou podobnych trojuholnikov. Tretinu tsecky je mozné
zostrojif pomocou podobnych trojuholnikov:

4



e Body K, L, M na Iubovolnej priamke prechadzajucej E s rovnakymi vzdialenos-
tami |[EK| = |KL| = |LM|.
e Bod D ako priese¢nik priamky FF' a rovnobezky s priamkou F'M iducej bodom L.

Navrh hodnotenia. 3 body za rozbor tlohy s jednozna¢nym vymedzenim bodu D; 3 body za konstrukciu
bodu D (z toho 1 bod za korektna konstrukciu tretiny, resp. Sestiny tsecky).

Pozndmky. RieSenie mozno zalozif na spravnom rozdeleni vysok a rovnobezkéch s prislusnymi stranami.
Pomocné body E, F', I a J na stranach trojuholnika nie st na zostrojenie bodu D nevyhnutné.

Obsahy trojuholnikov ABD a BC'D st postupne rovné polovici a Sestine obsahu trojuholnika
ABC. Obsah doplnkového trojuholnika ACD je preto rovny tretine trojuholnika ABC (1 — 3 — & =
= 1). Obsahy trojuholnikov BCD a ACD st teda v pomere 1 : 2 a v rovnakom pomere musia byt aj
Velﬁosti usediek DF a DE. Takto mozno alternativne zdévodnit, ze bod D lezi v tretine usecky FE.

Bod F je stredom tsecky BC, teda priamka EF je taznicou trojuholnika BC'E. Bod D je v tretine
usecky F'E bliz§ie bodu F, teda D je faziskom trojuholnika BCE. To znamené, Ze priamka BD je
jeho taznicou, a teda pretina tsecku C'E v jej strede. Bod D mozno alternativne zostrojit (bez delenia
GseCiek na tretiny, resp. Sestiny) ako prieseénik priamok FF a BG, pricom G je stredom tusecky CE:

C
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