69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z9

1. Ondro, Mato a Kubo sa vracaji zo zbierania orechov, dokopy ich maji 120. Mato sa
stazuje, Ze Ondro ma ako vZdy najviac. Otec prikdaze Ondrovi, aby prisypal zo svojho
Matovi tak, aby mu pocet orechov zdvojndsobil. Teraz sa staiuje Kubo, Ze najviac md
Mato. Na otcov prikaz prisype Mato Kubovi tak, Ze mu pocet orechov zdvojndsobi. Na
to sa hnevd Ondro, Ze najmenej zo vsetkych mda teraz on. Kubo teda prisype Ondrovi
tak, Ze mu pocet orechov zdvojndsobi. Teraz maju vsetci rovnako a konecne je klud.
Kolko orechov mal povodne kazdy z chlapcov? (Marta Volfova)

Napad. Aké bolo rozdelenie orechov pred tym, ako mali vSetci rovnako?

RiesSenie. Nakoniec mali vSetci rovnako, t.j. po 40 orechoch (120 : 3). Predtym
prisypaval Kubo Ondrovi, a to tak, ze mu pocet orechov zdvojnasobil. Pred touto
vymenou mal Ondro polovicu kone¢ného stavu, takze sa presuvalo 20 orechov: Ondro
mal 20 a Kubo 60 orechov (Mato bezo zmeny).

Podobnymi tvahami postupne odzadu uréime vsetky vymeny orechov, a tak zistime
povodné pocty orechov:

Ondro Mato Kubo
poévodne 55 35 30
Ondro Matovi 20 70 30
Mato Kubovi 20 40 60
Kubo Ondrovi 40 40 40

Povodne mal Ondro 55, Mato 35 a Kubo 30 orechov.

Iné riesenie. Ak pévodné pocty orechov oznacime x, y a z, tak priebeh celej transakcie
vyzeral takto:

Ondro Mato Kubo
poévodne x Y z
Ondro Matovi x—y 2y z
Mato Kubovi x—y 2y — z 2z
Kubo Ondrovi 2(x —y) 2y — z 2z — (x —y)

Podla zadania platia nasledujtce rovnosti:
2 —y) =2y —z=2z— (z —y) =40.

Rovnost 2(z — y) = 40 je ekvivalentnd x — y = 20.

Dosadenim do rovnosti 2z — (z — y) = 40 dostavame 2z = 60, teda z = 30.
Dosadenim do rovnosti 2y — z = 40 dostavame 2y = 70, teda y = 35.
Nakoniec z rovnosti x — y = 20 dostavame z = 55.

Po6vodne mal Ondro 55, Mato 35 a Kubo 30 orechov.



2. V trojuholniku ABC' lezi bod P v tretine usecky AB bliZsie bodu A, bod R je v tretine
usecky PB blizsie bodu P a bod Q lezi na usecke BC' tak, Ze uhly PCB a RQB su
zhodné. Urcte pomer obsahov trojuholnikov ABC a PQC. (Lucie Ruzickova)

Napad. V opisanej spleti bodov mozno najst viac trojuholnikov, ktorych obsahy mozno
porovnavat.

Riesenie. Body C, ) a B lezia na jednej priamke a uhly PC'B a RQ B st zhodné. Teda
priamky PC a RQ st rovnobezné, trojuholniky PC'(Q) a PC'R maji rovnaku vysku na
stranu PC, a tak aj rovnaky obsah. Pomer obsahov trojuholnikov ABC' a PC'Q) je preto
rovnaky ako pomer obsahov trojuholnikov ABC' a PCR.

C

A P R B

Trojuholniky ABC' a PRC' maju rovnaku vysku zo spolo¢ného vrcholu C, teda
pomer ich obsahov je rovnaky ako pomer diZok stran AB a PR. Pomer dlzok tseéiek
AB a PB je 3 : 2, pomer dl7ok tsediek PB a PR je 3 : 1, teda pomer dlZok tseciek
ABaPRj(3:2)-(3:1)=9:2.

Pomer obsahov trojuholnikov ABC a PQC je 9 : 2.

Iné riesenie. Rovnako ako v predchadzajicom rieseni si v§imnime, Ze priamky PC
a R(Q) st rovnobezné. Z toho vyplyva, ze bod ) na tsecke C'B je v rovnakom pomere

ako bod R na tsecke PB, t.j. v jednej tretine bliz§ie bodu C'. V rovnakom pomere st
preto aj obsahy trojuholnikov PQC a P(Q B, lebo maja rovnaku vysku z vrcholu P.

C

A P R B

Bod @ na tsecke CB je vSak tiez v rovnakom pomere ako bod P na tsecke AB,
teda trojuholniky PQB a AC B st podobné a koeficient podobnosti je 2 : 3. Ich obsahy
su teda v pomere 4 : 9.

Dokopy, pomer obsahov trojuholnikov ABC' a PQB je 9 : 4, pomer obsahov
trojuholnikov PQB a PQC je 2 : 1, teda pomer obsahov trojuholnikov ABC' a PQC
je(9:4)-(2:1)=9:2.



xr+ 11

celym cislom? Ndjdite vsetky riesenia.

(Libuse Hozova)

3. Pre ktore celé cisla x je podiel

Napad. Viete zadany vyraz nejako upravit?

RieSenie. Zadany vyraz mozno upravit nasledovne (,celd ¢ast plus zvySok®):

r4+11  (z4+7)+4 x+7 4 . 4

et7 . 247 z+7 z+r Tyt

Teda ?’—# je celé ¢islo prave vtedy, ked wi” je celé dislo, t.j. prave ked = + 7 je
delitelom ¢isla 4. Cislo 4 mé Sest delitelov: —4, —2, —1, 1, 2 a 4. Zodpovedajice hodnoty

x st o 7 mensie. Cislo ‘”‘;1171 je celé pre x rovné —11, —9, —8, —6, —5 alebo —3.

Iné riesenie. Aby menovatel nebol nulovy, x nemoze byt —7. Dosadzovanim celych
¢isel v blizkosti tejto hodnoty dostavame:

x —6 -8 ) -9 —4 —10 -3 —11
r+11 7 1
oo ) -3 3 -1 3 —3 2 0

So zvidsujucou sa vzdialenostou z od —7 dostavame v druhom riadku necelé ¢isla
medzi 2 a 0, ktoré sa blizia k 1, ale nikdy ju nedosiahnu: keby “;JF—+171 =1,tak by z+11 =
= x + 7, ¢o nie je mozné. VSetky vyhovujiice moznosti si1 teda obsiahnuté v uvedenej
tabulke. Cislo ‘”;+—+171 je celé pre x rovné —11, —9, —8, —6, —5 alebo —3.

Pozndamka. Predchadzajicu argumentaciu povazujte za vyhovujucu, i ked nie je doko-

nala: ukazat spravne, ze pre x > —3 alebo x < —11 st hodnoty ZT; medzi 2 a 0, asi

prekracuje moznosti rieSitelov v tejto kategdrii.

Tato diskusia stuvisi s monoténnym spravanim funkcie x +— ““;;171. Zdanlivy zmétok
v hodnotach funkcie v okoli x = —7 suvisi s tym, ze v tomto bode nie je funkcia
definovana a jej hodnoty nie st nijako obmedzené. Zvedavi riesitelia sa mozu zamysliet
nad spravanim tejto funkcie, nac¢rtnat jej graf a porovnat s predchadzajicimi zavermi.

4. Matus dopadol padakom na ostrov obyvany dvoma druhmi domorodcov: Poctivcami,
ktori vZdy hovoria pravdu, a Klamdrmi, ktori vZdy klamu. Pred dopadom zahliadol
v dialke pristav, ku ktorému sa hodlal dostat. Na prvom rdzcesti stretol Matis jedného
domorodca a obdale¢ videl druhého. Poziadal prvého, aby sa spytal toho druhého, ¢i je
Klamdr, alebo Poctivec. Prvy domorodec Matiusovi vyhovel, isiel sa spytat a ked sa vrdtil,
oznamil Matusovi, Ze druhy domorodec tuvrdi, Ze je Klamdr. Potom sa Matus prvéeho
domorodca spijtal, ktord cesta vedie k pristavu. Ten mu jednu cestu ukdzal a dalej si
Matisa nevsimal. Md, alebo nemd Matius domorodcovi verit? Vedie, alebo nevedie tdato
cesta k pristavu? (Marta Volfova)

Napad. Zac¢nite pri druhom domorodcovi.

Riesenie. Ci Poctivec, alebo Klamér, nikto o sebe nemdze povedaft, ze je Klamar
(Poctivec by klamal a Klamar by hovoril pravdu).
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Ked prvy domorodec oznamoval Mattusovi, ze druhy domorodec je Klamér, urcite
nehovoril pravdu. Je to teda Klamar, Matts by mu verit nemal a uvedend cesta do
pristavu nevedie.

Pozndamka. Pre prehladnost uvddzame mozné vyroky domorodcov v jednotlivych pri-
padoch:

prvy druhy druhy o sebe prvy o druhom
Poctivec Poctivec ,Poctivec* ,Poctivec*
Poctivec Klamar ,Poctivec” ,Poctivec*
Klamar Poctivec ,Poctivec* ,Klaméar*
Klamar Klamar ,Poctivec* HS2Klamar*

5. Magka skumala viacciferné cisla, v ktorych sa po jednej striedaju mepdrne a pdrne
cifry. Tie, ktore zacinaju nepdrnou cifrou, nazvala komicke a tie, ktoré zacinaji pdrnou
cifrou, nazvala veselé. (Napr. ¢islo 32387 je komické, cislo 4529 je veselé.) Majka
vytvorila jedno trojciferné komické a jedno trojciferné veselé ¢islo, pricom Sest pouZitych
cifier bolo navzajom roznych a nebola medzi nime 0. Sucet tychto dvoch cisel bol 1617.
Sucin tychto dvoch cisel koncil dvojcislim 40. Urcte Magkine cisla a dopocitajte ich
SUcin. (Monika Dillingerova)

Napad. Kolkociferné mézu byt sucéiny trojcifernych ¢isel a ako by ste ich ru¢ne pocitali?

RieSenie. Sucin dvoch trojcifernych ¢isel je aspon pitciferny a nanajvys Sestciferny.
Pre dalsie uvazovanie si Majkine ¢isla ozna¢ime a naznacime vypocet sucinu:

a B c aBe¢
+DeF -DeF
1617 * % % 0
x % %
* % % %

x x x x40

Roézne pismend predstavujua rozne cifry, velké zodpovedaji parnym a malé neparnym.
Aby stcin konéil 0, musi byt ¢ = 5 (medzi pouzitymi ciframi nie je 0). Aby stcet
konc¢il 7, musi byt F' = 2.
Aby v stcte na mieste desiatok bola 1, musi byt B + ¢ = 11. Parne B rozne od 2
(a od 0) a neparne e rozne od 5, ktoré splitaji tito podmienku, st bud B = 4, e = 7,
alebo B = 8, e = 3. Rozoberieme obe moznosti:

e Predpokladajme, ze B=4ae=171.

adb adb
+D7 2 - D72
1617 * % 90
* 15

% % % %



V stcine vychédza posledné dvojcislie 40 v stlade so zadanim. Aby sucet zacinal
dvojéislim 16, musi byt a + D = 15 (z predchadzajaceho prechod cez desiatku).
Nepérne a rézne od 5 a 7 a parne D rdzne od 2 a 4 (a 0), ktoré spliaja tito
podmienku, st jedine a =9 a D = 6. V takom pripade sucin vychadza 635040.

e Predpokladajme, ze B =8 a e = 3.

a &5 a 85
+D 3 2 - D32
1617 * 70
* 5 5
* % % %

V tomto pripade by v stcine vychadzalo posledné dvojcislie 20 a nie 40. Tato
moznost teda vedie ku sporu s poziadavkami zo zadania.

Celkom vychadza jedind moznost: Majkine ¢isla st 945 a 672, ich stcin je 635040.

Pozndmka. Ak by sme po tvodnom odvodeni ¢ = 5 a F' = 2 pracovali so su¢inom
zapisanym opacne, tak si nemozno nevSimnut, Ze bez ohladu na hodnotu e vychadza:

De 2
-aBb

60

T

* X X

x % x x40

(Cifra 6 v prvom riadku v medzivysledku vyplyva z neparnosti e a prechodu cez
desiatku.) Aby posledné dvojéislie si¢inu vychadzalo 40, musi byt = 8, a teda B = 4.
Tato tvaha redukuje predchadzajice skusanie.

6. Kristina zvolila isté nepdrne prirodzené c¢islo delitelné tromi. Jakub s Ddvidom potom
skumali trojuholniky, ktore maju obvod v milimetroch rovny Kristinou zvolenému cislu
a ktorych strany maji dizky v milimetroch vyjadrené navzdjom roznymi celyms cislami.
Jakub nasiel taky trojuholnik, v ktorom najdihsia zo strdn md najvicsiv mozni dizku,
a tuto hodnotu zapisal na tabulu. Ddvid nasiel taky trojuholnik, v ktorom najgkratsia zo
strdn md najvacsiv moznd dizku, a tito hodnotu tieZ zapisal na tabulu. Kristina obe
dizky na tabuli spravne séitala a vyslo jej 1681 mm. Urcte, ktoré c¢islo Kristina zvolila.

(Lucie Ruzickova)

Napad. Viete vzhladom na opisant vlastnost Kristininho ¢isla vyjadrit Jakubovo
a Davidovo ¢islo?

Riesenie. Kristinino ¢islo, ktoré oznac¢ime k, je neparne a delitelné tromi. To znamena,
ze k je neparnym nasobkom troch, teda

k=302n+1)=6n+3
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pre nejaké prirodzené ¢islo n. Velkosti stran (v mm) Jakubovho a Davidovho trojuhol-
nika zodpovedaju trojiciam prirodzenych ¢isel, ktoré v sucte davaju k a pre ktoré platia
trojuholnikové nerovnosti (sucet kazdych dvoch ¢isel je vicsi ako tretie).

Najvicsia mozné dlzka najdlhsej strany v trojuholniku s obvodom k zodpovedé
najvicsiemu prirodzenému ¢islu, ktoré je mensie ako polovica k (kvoli trojuholnikovej
nerovnosti). Jakubovo ¢islo teda bolo 3n+ 1. Zvysné dve strany mohli zodpovedat napr.
3n a 2, ale to nas pre doriesenie tlohy nezaujima.

Najvicsia mozna dlzka najkratsej strany v trojuholniku s obvodom k zodpoveda
najvic¢siemu prirodzenému ¢islu, ktoré je mensie ako tretina k (prislusny trojuholnik
ma byt ¢o najviac rovnostranny, avSak strany maju byt navzajom rdézne). Davidovo
¢islo teda bolo 2n; zvysné dve strany zodpovedali 2n + 1 a 2n + 2.

Sucet Jakubovho a Déavidovho éisla je 5n + 1, ¢o méa podla zadania zodpovedat
1681. Z toho 5n = 1680, a teda n = 336. Kristinino ¢islo bolo

k=6-336+ 3 = 2019.
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