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69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Na tabuli su napisané dve kladné celé c¢islam an. V kaZdom kroku jedno z dvoch cisel
na tabuli nahradime bud ich siuctom, alebo sucinom, alebo podielom (ak je celociselny).
V zdvislosti od ¢isel m a n urcte véetky dvojice, ktoré sa mozu na tabuli po niekolkych
krokoch objavit. (Radovan Svarc)

RieSenie. Dokézeme, ze pre m = n = 1 sa na tabuli moéze objavit lubovolna dvojica
kladnych celych ¢isel a ze pre ostatné volby m a n existuje presne jedna dvojica, ktora
sa neda dosiahnut, a to (1,1).

Je jasné, Ze obe éisla napisané na tabuli buda vzdy kladné a celé. Dalej si ujasnime,
z akych dvojic je mozné jednym krokom ziskat dvojicu (1,1). KedZze moézeme jednou
operaciou zmenit iba jedno z ¢isel, musi byt taka dvojica bez ujmy na vSeobecnosti
tvaru (k, 1). Jej nasledovnikom mozu byt ale iba dvojice (k+1,1), (k, k+1) (nahradenie
su¢tom) a (k, k) (nahradenie sti¢inom ¢i podielom). Jediné vyhovujtce k je tak k = 1.
Inymi slovami, dvojica (1,1) sa da dosiahnut, iba ak je na tabuli napisané od zaciatku.

Teraz ucinime zésadné pozorovanie. Ak mame dvojicu (a,b), moézeme postupne
napisat dvojice

(a,b) — (a,ab) — (a,ab+ a) — (a,b+ 1),

a pripocitat tak k b jednotku. Analogicky mozno jednotku pripoditat aj k a.

Na vyrieSenie tlohy stac¢i dokézat, ze z Iubovolnej dvojice (a,b) mozno dosiahnut
dvojice (1,2) a (2,1), lebo potom mozno pri¢itanim jednotiek dosiahnut vsetky dvojice
prirodzenych ¢isel s vynimkou uz diskutovanej dvojice (1,1).

Uvazujme dvojicu (a, b), v ktorej bez ujmy na vSeobecnosti plati a = b. Pri¢itanim
jednotiek najskor ziskame (a,2a), odkial po deleni dostaneme (a,2). Teraz najdeme
najmengie celé ¢islo k, pre ktoré a < 2F a pri¢itanim jednotiek prejdeme k (2%, 2). Dalej
postupnym delenim vychadza

(2%,2) = (2871 2) = (2F72,2) = ... = (4,2) = (2,2).

Teraz mozno vydelenim vytvorit obe dvojice (2,1) a (1,2), ¢im je tloha vyrieSena.

2. Dany je trojuholnik ABC'. Vnutri jeho strain AB a AC' st postupne zvolené body X
aY. Oznaéme Z priesecnik useciek BY a CX. Dokdzte nerovnost

[BZX]+[CZY] > 2[XY Z],

pricom [DEF] oznacuje obsah trojuholnika DEF . (David Hruska, Josef Tkadlec)

Riesenie. Do lavej strany ekvivalentne upravenej nerovnosti

[BZX] n [CZY] -9
(XYZ] [XYZ]
dosadime vyjadrenia
[BZX] |BZ| czy] |CZ]

Xvyz] _ |vz| * [xvz]  |Xz|



ktoré st obe porovnanim obsahov a zékladni dvoch trojuholnikov so spolo¢nou vyskou
(obr. 1). NaSou tlohou tak je dokdzat nerovnost

Bz| , |cz| _,
vzl xz] "

C

Obr. 1

Kolmé priemety bodov B, C, X, Y na priamku AZ ozna¢ime B’, C', X', Y’ ako
na obr. 1. Tak mézeme dokazovani nerovnost prepisat ako

|BB'| |CC|

9.
vy XX~

Teraz sta¢i pouzif AG nerovnost a nerovnosti |[BB'|/|XX'| > 1 a |CC'|/|YY'| > 1,
ktoré zrejme vyplyvaju z volby bodov X, Y vnutri stran AB, AC. Dostavame tak

BB| |cc| ., [I1BB| |cC| BB/| |CC|

Yy | xx/| “\|xx| vy

> 2.

YY’| | XX'| —

Iné rieSenie. VyuzZijeme pomerne znamu rovnost
(XY Z]-[BCZ]=[BZX] - [CZY],

ktora plati pre lubovolny konvexny Stvoruholnik BCY X (s bodom Z v priese¢niku
uhlopriecok, obr. 1) a ktort vdaka spolo¢nej hodnote sinusov styroch uhlov X 7Y, BZC,
BZX,CZY okamzite dostaneme po §tvorndsobnom pouziti skolského vzorca [ABC] =
= %ab sin 7.

V spojeni s AG nerovnostou potom méme

[BZX]+[CZY] = 2\/[BZX] -[CZY] =2/[XY Z]-[BCZ],
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preto ndm v nasej situdcii ostava overit iba nerovnost [BCZ] > [XY Z]. Po pripo¢itani
[BXZ] k obom jej strandm dostaneme ale nerovnost [BXC| > [BXY], ktord zrejme

.....

Y lezi medzi bodmi A a C).

Iné rieSenie. Zavedme tri kladné ¢&isla

_ [BZC]

““mpey 7T

(CZA]  [AZB
[ABC]” ' T [ABC]’

pre ktoré zjavne plati a + 3+ v = 1. Navyse je

[BzX] _|BZ| _|BY| | _[ABC] 1

(XYZ] |zY| |ZY] [CZ A 6

pridom v prvej rovnosti sme vyuzili spolo¢né vysky, zatial ¢o v tretej rovnosti spolo¢né
zékladne oboch dotyénych trojuholnikov. Podobne mozno odvodit, ze

czy] 1

(XYZ] ~ ’

a dokazovani nerovnost mozno tak po vydeleni ¢islom [XY Z] (a pripo¢itani dvojky)

ekvivalentne prepisat ako
1 1
=+ =>4
N

T4 vSak vzhladom na 8 + v < 1 uz vyplyva zo zndmej (Cauchyho) nerovnosti:

1111
S I T — >
6+v><5+7>(ﬁ+7):4'

3. UvazZujme sustavu rovnic

2 —3y+p=2z,
Yy’ —32+p=uz,
2 —3x+p=y

s redlnym parametrom p.
a) Pre p = 4 vyrieste uvaZovani sustavu v obore redlnych cisel.
b) Dokdzte, Ze pre p € (1,4) kaZdé redlne riesenie sustavy splia x =y = z.
(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Ked s¢itame zadané rovnice, ziskame
2yt 22 —dr—4dy—42+3p=0,
¢o mozno doplnenim na Stvorce upravit na tvar
(x -2+ (y—2)72+(2—2)2+3p—-12=0.
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Ak je p > 4, je Tava strana kladna a rovnost nastat nemoze. Pre p = 4 je nutne
x =y =z =2, ¢o je aj rieSenie povodnej stustavy. Tym sme vyriesili ¢ast a).

Pre pripad p € (1,4) najskor ukdzeme, Ze x, y a z st nezdporné redlne ¢isla.
Predpokladajme (bez ujmy na vSeobecnosti), ze y < 0. Potom z prvej a tretej rovnice
odvodime

22— 2+p<0, (1)
22 —3x+p<0, (2)

odkial vzhladom na p > 0 vyplyva, ze x > 0, z > 0. Zaroven ale platia nerovnosti

2 —z2+p<0= (z—
2 -3r+p<0< (2 -

33
.1\7 N

Porovnanim Tavych a pravych stran vzhladom na p = 1 ziskame

z > 2x.\/p = 2z,

2 2
> — > —z.
x 32'\/}_9_32

Oboje pre kladné z, z nie je mozné, a tym sme doviedli predpoklad y < 0 k sporu.

Dalej moZeme bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, 7e z =y > 0a x = 2 > 0.
Potom plati 22 2> 22, —3y = —3z, a preto

=2 -3y+p=2-3r+p=y.
Je teda v = 2z = y = 0. To vSak znamen4, ze —3y = —3z a stcasne x> = y2. Potom
z=2>-3y+p=y’—3z+p=u,

teda z 2 z, a preto z = z. Od¢itanim tretej rovnice od prvej (v povodnej ststave)
dostavame vzhladom na rovnost x = z vztah 3(x — y) = = — y, z ktorého ale vyplyva
x = y. Naozaj tak plati x =y = z.

Iné riesenie. V tomto rieSeni ukaZeme, Ze ststava nemé iné rieSenia ako tie, pre
ktoré x = y = z, dokonca pri fubovolnom p > —10. KedZe v pripade rovnosti dvoch
nezndmych mozno ako v samotnom zévere prvého rieSenia dokézaf rovnost vsetkych
troch, sta¢i ndm pre spor predpokladaf, Ze uvazovana ststava ma rieSenie (z,y, 2)
s navzajom réznymi ¢islami x, y a z.

Rozdiel prvych dvoch rovnic upravime na tvar

(z —y)(z+y) =3y —2z—u,
ktorého pravi stranu mozno upravit dvoma sposobmi ako

(y —z) +2(y — 2),

3y_22_x:{3(y—x)+2(ac—z).
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Rozdiel prvych dvoch rovnic mozno tak prepisat dvoma sposobmi
(@ —y)z+y+1)=2@-2),
(@—y)(@+y+3)=2(—2)

Po zostaveni dalsich dvoch analogickych dvojic rovnosti (prislichajtacich rozdielom
inych dvoch rovnic) medzi sebou vynasobime tri rovnosti jedného typu a dalsie tri
rovnosti druhého typu, ¢im po vykrateni nenulovych rozdielov nezndmych (vdaka
predpokladu = # y # z # z) ziskame

(z+y+Dy+z+1)(z+2+1) =8,
(z+y+3)(y+2+3)(z+x+3)=-8.

Lavé strany oboch tychto rovnosti st symetrické funkcie premennych z, y, z. Tretiu
takt rovnost dostaneme sc¢itanim vsetkych troch pévodnych rovnic:

24yt 22— Aty +2)+3p=0.

Technickt néro¢nost situdcie teraz zmiernime prechodom k premennym

a=x+y+1,
b=y+2+1,
c=z+x+1,

pricom nasim ciefom bude prepisat trojicu symetrickych rovnic iba pomocou elemen-
tarnych symetrickych polynémov

a=a+b+c,
B8 = ab+ bc+ ca,
v = abc.

Po chvili tprav naozaj ziskame stistavu rovnic
V=8,
v+ 28 4+ 4a = —16,
30% — 88 — 10+ 12p = —27.

Z prvych dvoch rovnic mozno vyjadrit 5 = —12 — 2q, ¢o po dosadeni do tretej rovnice
vedie na jej zjednodusSenie na tvar

a?+2a +41+4p =0.
Diskriminant tejto kvadratickej rovnice je
4 — 4(41 + 4p) = —16p — 160,

¢o je pre p > —10 zaporny vyraz, a mame tak Zelany spor s predpokladanou existenciou
rieSenia s navzajom réznymi ¢islami x, y a z.

Pozndmka. Pre p = —10 mé sustava rieSenie (z,y,z) s pribliznymi hodnotami
(—0,21; —4,08;2,30) (a jeho cyklické obmeny), ¢o st korene istého konkrétneho kubic-
kého polynému (prislusné ¢isla a, b, ¢ st korene polynému P(t) = t3 + 2 — 10t — 8).
Pre p = —11 ma ststava dokonca celoc¢iselné riesenie (—1, —4,2).



4. Kladné celé ¢isla a, b spliaji rovnost b = a® 4+ ab + b. Dokdzte, Ze b je druhou
mocninou kladneho celého cisla. (Patrik Bak)

Riesenie. Ozna¢me d najvicsi spoloény delitel ¢isel a, b. Potom plati, ze a = day, b =
= dby pre nejaké nesudelitelné prirodzené ¢isla aq, b1. Rovnost zo zadania preto mozno
(po vydeleni ¢islom d) pisat ako

db? = da3 + dayby + by.

Kedze d deli Tava stranu tejto rovnosti, musi delit aj tG prava, ¢o nastane prave vtedy,
ked d | by. Podobne plati, Ze by deli lavii stranu, a teda aj ti pravi, ¢ize by | da?. Kedze
Cisla aj a by st nesudelitelné, musi platit by | d. Zo vzadjomnej delitelnosti d | by a by | d
teda vyplyva, ze d = b;. Preto b = db; = b?, ¢o je druhd mocnina prirodzeného &isla,
a dokaz je tak ukonceny.

Iné rieSenie. KedZe prirodzené &islo a je rieSsenim kvadratickej rovnice z? + xb +
+b—0b% = 0, je diskriminant tejto rovnice b* — 4(b — b?) = b(5b — 4) rovny druhej
mocnine nejakého prirodzeného cisla k.

Najviacsi spolo¢ény delitel d Cisel b a 5b — 4 je zrejme delitelom aj ¢isla 4. Preto
prichadzaju do tvahy iba hodnoty d € {1,2,4}.

Ak je d = 1, st ¢isla b a 5b — 4 nestdelitelné, a rovnost b(5b —4) = k? tak znamen4,
Ze obe tieto ¢isla (a Specidlne ¢islo b) st druhé mocniny nejakého prirodzeného ¢isla.

Ak je d = 4, mozno pisat b = 4r a potom

k* = b(5b — 4) = 4r(20r — 4) = 16r(5r — 1).

Druhymi mocninami st teda nielen ¢isla k% a 16 = 42, ale aj hodnota stcinu r(5r — 1)
dvoch zjavne nesudelitelnych ¢isel, a teda druhymi mocninami st aj oba ¢initele. Pre
isté prirodzené &islo m tak plati » = m?2, odkial b = 4r = 4m? &ize b = (2m)2.

Nakoniec ukazeme, ze zvy$ny pripad d = 2 nastat nemoze. Podobne ako v pred-
chadzajicom pripade odvodime, ze %b =p?a %(51)—4) = ¢° pre nejaké prirodzené &isla
p a g. Eliminéciou b ziskame rovnost ¢ = 5p? — 2, v ktorej prava strana dava zvysok 3
po deleni piatimi. Ale druhd mocnina prirodzeného ¢isla dava vzdy jeden zo zvyskov 0,
1, 4, a pripad d = 2 tak naozaj nemdze nastat.

Tym sme dokézali, Ze b je druhou mocninou prirodzeného c¢isla.

Poznamka. Priklady (2,4) a (15,25) dvojic (a,b) ukazuji, ze ¢isla zo zadania naozaj
existuju.

5. Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC' so zdkladnou BC, vnutri ktorej je zvoleny
bod D. Nech E, F si postupne také body na strandich AB, AC, Ze plati |{BED| =
= [ADFC| > 90°. Dokdzte, Ze kruznice opisané trojuholnikom ABF a AEC sa
pretinaji na priamke AD v bode réznom od bodu A. (Patrik Bak, Michal Rolinek)

RieSenie. Dokézeme, Ze bod D mé rovnakd mocnost k obom kruzniciam. Podla
znameho tvrdenia o chorddle je mnozinou takych bodov priamka, na ktorej v pripade
pretinajucich sa kruznic lezia oba prieseéniky. Bod D tak bude lezaf na tejto spojnici,
¢o je iba ina formulacia dokazovaného tvrdenia.
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Ozna¢me P priesec¢nik kruznice opisanej trojuholniku AEC' s tiseckou BC' (obr. 2).
Potom z tetivového stvoruholnika AF PC' ziskame

|{BEP| =180° — |{PEA| = |{ACP|

a z rovnoramennosti trojuholnika ABC' dalej tiez |{ACP| = |{PBE|. Celkom tak
méame |{BEP| = |{PBE|, a plati preto |PB| = |PE|. Podobne pre prieseénik @
kruznice opisanej trojuholniku AF B s tisetkou BC plati |QC| = |QF|. Kedze podla
zadania st oba uhly BED a C'F D tupé, lezia body P a () vnutri prislichajicich tseciek
DB a DC, ¢o zaroven znamenad, ze bod D lezi vnutri oboch prislichajicich kruhov.

Obr. 2

Vsimnime si, ze trojuholniky BED a CF D st podobné podla vety uu a bodu P
pritom zodpoveda bod (). Preto ak oznac¢ime k koeficient tejto podobnosti, plati

1
IDB|-|DQ| = +|DC| - k|DP| = |DC]| - |DP|.

Bod D tak mé rovnakt mocnost ku kruzniciam opisanym trojuholnikom ABF a AEC,
ako sme chceli dokéazat.

6. Pre kazdé kladné celé cislo k oznacme P(k) pocet vsetkych kladnich celjch
4k-cifernych cisel, ktoré mozZno zostavit z cifier 2, 0 a ktoré su delitelné ¢islom 2 020.

Dokdzte nerovnost )
2k — 1
CCE

a urcte vietky k, pre ktoré nastane rovnost.
(Pozndmka. Zdpis kladného celého ¢isla neméZe zacinat cifrou 0.)  (Jaromir Sims3a)
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Riesenie. Vsetky vyhovujtuce 4k-ciferné ¢isla s tvaru 2 - J, pricom J je Iubovolné
4k-ciferné cislo zostavené z cifier 1 a 0, ktoré je delitelné ¢islom 1010 = 10 - 101.
Hodnota P(k) tak udéva pocet takych 4k-cifernych ¢isel J zostavenych z cifier 1 a 0,
ktoré koncia cifrou nula a ktoré su delitelné ¢islom 101.

4k-ciferné cislo J = €4_1Cak_2 ... c1¢o dava po deleni ¢islom 101 rovnaky zvysok
ako cislo

S(J) = So9 + 1081 — S9 — 1083 = (30 — 82) + 10(81 — 83), (1)
pricom
So =¢Co+cC4+...+Cag—a, S1=C1+C5+ ...+ Cap—3,

SQZCQ+06+...+C4]€,2, 832634—67—}-...—}-04]@,1.

Vyplyva to z toho, Ze mocniny 10%, 1041, 104+2, 10%+3 davajt po deleni éislom 101
postupne rovnaké zvysky ako ¢isla 1, 10, —1, —10, ¢o je jednoduché overit indukciou
vzhladom na celé ¢islo 7 = 0.
Pre splnenie podmienky 101 | S(J) podla (1) uréite staci, aby platila silnejsia
podmienka
s —Ss2=0 a s1—s3=0. (2)

Pri danom k uréime pocet takych ¢isel J s ciframi ¢; € {1,0}, pre ktoré okrem (2) plati
cak—1 = 1 a ¢g = 0 (aby naozaj islo o 4k-ciferné ¢islo delitelné desiatimi). Ak upravime
rovnost (2) s dosadenymi hodnotami ¢4_1, co na tvar

0—|—C4+Cg—l—...—l—64k_4—|-(1—62)—|—(1—66)—|—...—|—(1—C4k_2)Zk,
Cl+C5+...+C4k_3+(1—03)+(1—C7)+...+(1—C4k_5)+0:k’,

ddjdeme podla kombinatorického pravidla saéinu k zéveru, Ze hladany pocet je rovny

¢islu )
2k —1
k: )

To plati, lebo na lavych stranich upravenych rovnosti tvoria sc¢itance Tubovolntu per-
mutéciu k jednotiek a k nil, pri ktorej je vSak jedna pozicia nuly (na Gplnom zaciatku
alebo konci) zadanéa. Tym je nerovnost zo zadania tlohy dokazana.

V druhej c¢asti rieSenia ukazeme, Ze rovnost v dokdzanej nerovnosti nastane prave
vtedy, ked k < 9. Pre kazdé k totiz vdaka podmienkam cqp 1 = 1 a ¢g = 0 séty s;
spliiaji nerovnosti

0Sso<k-1, 0<s1<k, 0<s2=k, 1Zs35k.

PodTla nich pre oba rozdiely dy = sg — s2 a di = s1 — s3 plati —k < d; < k — 1, odkial
pre sucet S(J) z (1) vyplyvaju odhady —11k < S(J) < 11(k —1). V pripade £ < 9 to
zrejme znamend, ze 101 | S(J) prave vtedy, ked S(J) = 0, ¢ize dy = —10d;. To potom
ale nastane jedine tak, ze dy = d; = 0, lebo vSeobecné odhady ¢isla dy pre & < 9 vedu
k nerovnostiam —9 < dy < 8, takze 10 | dy iba pre dy = 0.

Ostava pre kazdé k = 10 uviest priklad vyhovujtceho éisla J, pre ktoré je S(J)
nenulovy nasobok ¢isla 101, napr. S(J) = —101. Posledné plati, ak sg = s1 = 0, s =
=1 a s3 = 10. Ze mozno také cifry ¢; € {1,0} pre kazdé k = 10 vybrat (aby pritom
platilo c4—1 = 1 a ¢ = 0), je zrejmé: za jednotky zvolime iba jeden séitanec v sucte so
a séitanec c45_1 a lubovolnych devit dalSich v stucte ss.
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