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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Navodné tlohy domaceho kola kategorie A

V prvej c¢asti textu pod zadanim kaZdej zo Siestich sttaznych tloh
nijdete zadania navodnych a dopliiajacich tloh. Tie isté tilohy aj s rieSe-
niami (resp. odpovedami a ndznakmi rieSeni ¢i odkazmi na rieSenia v nasom
archive) najdete v druhej Casti textu.

1. Na tabuli si napisané (nie nutne rozne) prvocisla, ktorych sicin je 105-krdt vicési
ako ich sucet. Urcte vsetky napisané prvocisla, ak ich je
a) pit;
b) sedem. (Tomés Jurik, Jaromir Simsa)
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Vyrieste sttazna tlohu pre pripad troch prvodisel.
N2. Vyrieste sutaznu tlohu pre pripad Styroch prvodisel.
N3. Najdite vSetky trojice prvocisel také, ze ich stcin je sedemnéasobkom ich suctu.
N4. Najdite vsetky celé cisla x a y, pre ktoré 3xy = dx + 7Ty + 1.
Nb5. Najdite vsetky prirodzené ¢isla x, y a z, pre ktoré plati xyz = x +y + 2z + 2.
D1. Vyrieste sufaznt tlohu pre pripad Siestich prvodisel.
D2. Vyrieste sttazni tlohu pre pripad n = 8 prvocisel.
D3. Najdite vSetky prvoéisla z, y, z spliajice rovnicu 2% +14% + 22 = z4+y+ 2+ 18.
D4. Najdite vetky prvoéisla z, y, z spliiajice rovnicu zyz = xy + yz + 22 + x +
+y+ 2+ 35.

2. V ostrouhlom trojuholniku ABC' leZia na strane BC' body D a FE tak, Ze D je medzi
B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je taky bod, 2e FD || AB a FE | AC.
Dokazte, zZe |FB| = |FC|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uvedomte si, ako sa dokazuje Skolsky poznatok, Ze osi stran lubovolného
trojuholnika ABC' sa pretinaju v jednom bode.

N2. Dokézete pouzitim poznatku o osiach stréan z tlohy N1 odvodit iny Skolsky
poznatok, Ze aj vysky fubovolného trojuholnika ABC sa (ako priamky) preti-
naja v jednom bode?

N3. Uvedomte si nasledujicu ekvivalentnti formulaciu tvrdenia o existencii prie-
secnika vySok Iubovolného trojuholnika ABC: Ak pre nejaky bod H roviny
trojuholnika ABC plati HB 1 AC a HC 1 AB, tak bud H = A, alebo
HA 1 BC.

D1. Dokazte implikaciu z tlohy N3 metodou obvodovych uhlov, aspon pre pripad
ostrouhlého trojuholnika ABC'.

D2. V trojuholniku ABC plati |[AB| # |AC|. Nech S je taky bod osi uhla BAC,
pre ktory plati |[SB| = |SC|. Dokazte, ze bod S lezi na kruznici opisanej
trojuholniku ABC'.

D3. V trojuholniku ABC' so stredom [ kruznice vpisanej plati |[AB| < |AC|.
Nech D je bod strany AC taky, ze |AB| = |AD|. Dokézte, ze body B, C,
D, I lezia na jednej kruznici.



3. Ak s a, b, c navzdajom rozne kladné redlne cisla, aky je najmensi mozny pocet roznych
¢isel medzi ¢islami a +b, b+ ¢, ¢+ a, ab, be, ca, abc? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.
N3.

N4.
D1.
D2.

D3.

Vo vsetkych tlohach budu a, b, ¢ navzajom rozne kladné redlne cisla.

Urcte najmensi mozny pocet réznych cisel medzi ¢islami a + b, b+ ¢, ¢ + a,
a+b+c.

Urcte najmensi mozny pocet roznych cisel medzi ¢islami ab, be, ca, abce.
Urcte najmensi pocet roznych ¢isel medzi ¢islami a+1, b+ 1, a, b, ab. Je tento
pocet mozny v pripade, ked navySe su ¢isla a a b rozne od 17

Urcte najmensi mozny pocet roéznych cisel medzi ¢islami ab, ac, a + b, a + c.
Urcte najmensi mozny pocet roznych ¢isel medzi ¢islami a + 2b, b+ 2¢, ¢+ 2a.
Urcte najmensi mozny pocet réznych cisel medzi ¢islami a + b, b+ ¢, ¢ + a,
ab+1,bc+1, ca+1, abe.

Urcte najmensi mozny pocet roznych cisel medzi ¢islami

2 b2 2 b 3
JEAERE atbhe gl 8
3 3 atrte

4. Najvicsieho delitela d prirodzeného cisla n > 1 s vlastnostou d < n nazveme jeho
superdelitelom.
a) Dokazte, Ze kazdé prirodzené ¢islo d > 1 je superdelitelom iba konecného poctu

cisel.

b) Oznacme s(d) sucet vsetkyjch cisel, ktorych superdelitelom je dané ¢islo d > 1.

Rozhodnite, ¢i existuje nepdarne ¢islo d > 1 také, Ze s(d) je ndsobkom
cisla 2 020.
(Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.
N3.
D1.

D2.
D3.

D4.

Pripomernime, Ze prvocinitelom ¢isla n nazyvame kazdé prvocislo, ktoré ¢islo n
deli.

Uvedomte si, ze superdelitelom daného ¢isla n > 1 je éislo 2

o pricom p je
najmensi prvocinitel ¢isla n.

Uréte vSetky prirodzena ¢isla, ktorych superdelitelom je ¢islo 2.

Uréte vSetky prirodzené ¢isla, ktorych superdelitelom je ¢islo 7.

Najdite vSetky prirodzené cisla n > 1 také, Ze ked k nim pripocitame ich
superdelitela, dostaneme stcet 2 020.

Ktoré z ¢isel 2,3,...,20 je superdelitelom najvic¢sieho poc¢tu ¢isel?

Ktoré prirodzené ¢islo najblizsie k ¢islu 2020 mé svojho superdelitela medzi
¢islami 1,2,3,...,457

Ktoré prirodzené ¢islo najblizsie k ¢islu 2020 mé svojho superdelitela medzi
¢islami 2,3, ...,457



5. V trojuholniku ABC oznacme S,, Sy, S. postupne stredy jeho stran BC, C' A, AB.
Dokazte, zZe pre lubovolny bod X rozny od bodov S,, Sy, S. plati

min{ | XAl |XB| |XC’|}§2'
| X S| | XS] | XSe| )~
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Zoznamte sa s Apolléniovymi kruznicami a ich konstrukciami. St to mnoziny
bodov vyznamnej vlastnosti, ktora je v nasledujicom tvrdeni ur¢ena paramet-
rom A a bodmi P a Q: Majme dané kladné realne ¢islo A # 1 a dva rozne body
P a @ v rovine p. Potom plati, ze mnozinou vsetkych bodov X € o, X #£ Q,
ktoré vyhovuja rovnici

|\PX|

QX[

je ista kruznica. Tato (Apolléniova) kruznica je kruznica nad priemerom M N,
pricom M a N su tie dva body priamky PQ, pre ktoré rovnica (1) po dosadeni
X = M, resp. X = N sa zmeni na platnt rovnost.

Majme dané realne cislo A > 1 a dva rozne body P a () v rovine p. Dokazte,
ze mnozinou vSetkych bodov X € p, X # @), ktoré vyhovuji nerovnici

X
|QX]

je vonutro kruhu ohrani¢eného Apolléniovou kruznicou, ktora je uréend rovni-
cou (1) z tlohy N1.

V rovine g je dané tsecka BC. Uvazujme body A € o mimo priamky BC' také,
ze velkosti vysok vy, v. na strany AC, AB trojuholnika ABC st v pomere 1 : 2.
Dokéazte, ze vSetky tieto body A lezia na jednej kruznici.

V rovine p je dana tsecka BC'. Uvazujme body A € p mimo priamky BC také,
ze velkosti faznic ty, t. na strany AC, AB trojuholnika ABC st v pomere 1 : 2.
Dokazte, ze vSetky tieto body A leZia na jednej kruznici.

V rovine st dané dve kruznice k1(S1,71) a ko(S2,72), priCom |S1S2| > r1 + 7.
N4jdite mnozinu vSetkych bodov X, ktoré nelezia na priamke 5755 a maju ta
vlastnost, ze tsecky S1X, S X pretinaji postupne kruznice k1, ko v bodoch,
ktorych vzdialenosti od priamky S;S3 sa rovnaja.

V rovine daného trojuholnika ABC urcte vsetky body, ktorych obrazy v oso-
vych stmernostiach podla priamok AB, BC, C' A tvoria vrcholy rovnostran-
ného trojuholnika.

6. Majme 70 zhasnutych Ziaroviek. Pre lubovolni skupinu Ziaroviek vieme pripravit

prepinad, ktory zmeni stav kaZdej Ziarovky z tejto skupiny (zhasne zasvietené a rozsvieti
zhasnuté) a ostatné Ziarovky neovplyvni. Aky je najmensi pocet prepinacov, pomocou
ktorych je mozné rozsvietit lubovolni Stvoricu Ziaroviek (pricom ostatné budi zhasnuté)?

(Martin Melicher)



NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

Vo vsetkych tlohach pracujeme s pojmami ,,ziarovka“ a ,,prepinac® vo vyzname
zo sutaznej tlohy.

Urcte pocet moznych stavov rozsvietenia ziaroviek 1, 2, 3 a 4, ktoré mozno
dosiahnut pouzitim prepinacov {1,2,3}, {1,2,4} a {3,4} (napr. prepinac¢ {3,4}
vzdy prepne préave ziarovky 3 a 4).

Dokéazte, ze ak mame n prepinacov, pricom n je prirodzené ¢islo, tak postup-
nym prepinanim mézeme dosiahnut nanajvys 2" roznych stavov rozsvietenia
(vratane pévodného).

Dokézte, ze ak by v stutaznej tilohe bol ciel pozmeneny na moznost rozsvietit
kazdu trojicu ziaroviek, tak pri jeho splneni by bolo mozné rozsvietit kazda
jednotliva ziarovku.

Kolko mé dané n prvkova mnozina tych podmnozin, ktoré maji parny pocet
prvkov?

Rieste sutaznu tlohu so 70 Ziarovkami s pozmenenou podmienkou, Ze mame
byt schopni rozsvietit kazda 2k-ticu ziaroviek, pricom k je dané prirodzené
¢islo z intervalu (3, 34).

Rieste sutaznu tlohu so 70 ziarovkami s pozmenenou podmienkou, Ze méame
byt schopni rozsvietit kazda (2k—1)-ticu ziaroviek, pri¢om k je dané prirodzené
¢islo z intervalu (2, 35).

Na nasledujtcich stranich najdete tie isté navodné a dopliajtce tlohy
eSte raz, avSak doplnené o vysledky s naznakmi rieseni ¢i o odkazy na nas

archiv.



1. Na tabuli si napisané (nie nutne rozne) prvocisla, ktorych siucin je 105-krdt vics

s

ako ich sucet. Urcte vsetky napisané prvocisla, ak ich je
a) pat;
b) sedem. (Tomé&s Jurik, Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

Vyrieste sttaznt tlohu pre pripad troch prvocisel. [RieSenie neexistuje. Su¢in
vyhovujucich troch prvocisel je nasobok ¢isla 105 = 3-5-7, takze tieto prvocisla
musia byt 3, 5 a 7. Pritom v8ak 3-5-7# 105-(3+5+7).]

Vyrieste sufaznt tlohu pre pripad Styroch prvocisel. [RieSenie neexistuje.
Podobne ako v N1 tri z prvocisel musia byt 3, 5, 7 a pre $tvrté prvocislo p méa
platit rovnica 3-5-7-p = 105- (34544 + p), ktort zjavne ziadne prvoéislo p
nespliia.]

Najdite vsetky trojice prvocisel také, ze ich st¢in je sedemnéasobkom ich suctu.
[Uloha m4 jediné riesenie, trojicu 3, 5, 7. Podobne ako v N1 dokazte, Ze jedno
z prvocisel je 7. Pre zvy$né dve, oznacme ich p a ¢, ma platit 7pqg = 7(p+q+7),
¢o upravime postupne na pg = p+q+ 7, dalej na p(¢q — 1) = (¢—1) + 8 a
napokon na (p—1)(¢—1) = 8. Pri oznaceni takom, ze p = ¢, ¢izep—1 = ¢—1,
mame moznosti (p — 1, — 1) = (8,1) alebo (p —1,¢ — 1) = (4,2). Iba druha
vedie na dvojicu prvodisel.|

Najdite vietky celé &isla z a y, pre ktoré 3zy = 5x + Ty + 1. [Styri riesenia
(z,y): (—4,1), (2,—11), (3,8), (15,2). Po vynasobeni tromi dostaneme rovnicu
9xy = 15x+21y+3. Teraz uz ju mdézeme upravit na sac¢inovy tvar (3z—a)(3y—
—b) = 3a+3b s vhodnymi celymi ¢islami a a b, konkrétne (3z—7)(3y—5) = 38.
Ostéava rozobrat vSetky moznosti rozkladu ¢isla 38 na si¢in dvoch celych ¢isel.]
Najdite vsetky prirodzené ¢isla z, y a z, pre ktoré plati zyz = x4+ y + z + 2.
[AZ na poradie tri rieSenia: (1,2,5), (1, 3,3), (2,2,2). Ak je nejaké z ¢isel z, y,
z rovné 1, napriklad =, dostaneme rovnicu yz = y + z + 3 s rieSeniami (2, 5)
a (3,3) (podla postupu z N4). Ak je naopak min(x,y, 2) = 2 a napriklad z =
= max(z,y, z), plati z+y+ 2+ 2 < 3242 a stiCasne zyz = 4z. Z toho vyplyva
4z < 3z + 2, ¢ize z < 2, takze je teda nutne x = y = z = 2, a to je naozaj
rieSenie. |

Vyrieste sutazni tlohu pre pripad Siestich prvocisel. [RieSenie neexistuje.
Podobne ako v N1 usudime, zZe zo Siestich prvocisel tri s 3, 5 a 7, ostatné,
ktoré oznacime z, y a z, spliaja rovnicu zyz = x +y + z + 15. Ak je niektoré
z prvocisel x, y, z rovné 2, postupom z rieSenia N4 zistime, Ze rovnica neméa
prvociselné riesenie. V opa¢nom pripade, ked min(x,y, z) = 3 a napriklad z =
= max(z,y, z), mdme 9z S xyz =z +y+ 2+ 15 < 32+ 15, ¢ize z < 2,5, a to
je spor.]

Vyrieste sttaznu tlohu pre pripad n = 8 prvocisel. [RieSenie neexistuje pre
ziadne n = 8. Podobne ako v N1 st tri prvodéisla 3, 5 a 7, zvySné ozna¢me
D1y, Pk, Pricom k =n — 3, teda k = 5. Plati py -+ -pr. = p1 + -+ + pr + 15.
Ak je napriklad p; = max(p1,...,pr), tak 28" 1py Sp1--pp=p1+...+pp+
+15 < k- py + 15, teda p1(2F~! — k) < 15. Indukciou sa vSak Tahko ukaze,
7e pre kazdé k 2> 5 plati 28=1 — k > 11, odkial py(2F! — k) = 2-11 = 22, ¢o
odporuje skor odvodenej nerovnosti.|
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D3.

D4.

Najdite vietky prvoéisla x, i, z splhajice rovnicu 2% + 4% + 2% = v +y+ 2+ 18.
[Jediné riesenie © = y = z = 3. Nech najskor niektoré z prvocisel z, y a z je
rovné 2, napr. z. Potom plati 22 4+ y? = = + y + 16. Lahko overime, Ze nemoze
byt ani z = 2, a teda ani y = 2, a preto min(z,y) = 3. Vtedy 3z + 3y < 22 +
+ 9% =2+ y+ 16, takie x +y < 8, teda staci otestovat dvojice (z,y) rovné
(3,3) a (5,3), ktoré vSak nevedu k rieSeniu. Prejdeme k druhému pripadu, ked
min(z,y,2) = 3. Vtedy 3z +3y + 32 S 2?2 +y2 + 22 = 2 + y + 2z + 18, takze
r+y+2z=<9, teda nutne z = y = z = 3, ¢o je naozaj rieSenie tlohy.]

Najdite vSetky prvoéisla z, y, z spliiajice rovnicu zyz = xy + yz + 2z +
+x + y+ z+ 35. [Jediné rieSenie x = y = z = 5. Ak je nejaké z prvocisel
rovné 2 alebo 3, tak dosadenim dostaneme rovnice podobné ako v N4, o ktorych
sa rovnakym postupom presved¢ime, ze nemaju ziadne prvociselné rieSenie.
Predpokladajme preto dalej, ze © = y = z = 5. Potom

bey Swyz=xy+yz+ze+r+y+z+35= 3zy+ 3x + 35,
odkial z(2y — 3) = 35. Zarovenn vSak zx =25 a2y —3=22-5—3 =7 vyplyva

opacna nerovnost x(2y — 3) = 35, takze nutne z = y = 5, a preto tiez z = 5,
teda jediné mozné rieSenie je x =y = z = 5.]

2. V ostrouhlom trojuholniku ABC' leZia na strane BC body D a FE tak, Ze D je medzi
B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je taky bod, e FD || AB a FE | AC.
Dokazte, ze |FB| = |FC|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

Uvedomte si, ako sa dokazuje Skolsky poznatok, Ze osi stran lubovoIného troj-
uholnika ABC' sa pretinaju v jednom bode. [Ozna¢me O priese¢nik osi stran
AB a AC. Podla vlastnosti osi tise¢iek nutne plati |OA| = |OB| a |OA| = |OC]|,
takze |OB| = |OC/, ¢o naopak znamend, ze bod O lezi na osi strany BC']
Dokézete pouzitim poznatku o osiach stran z tlohy N1 odvodit iny skolsky po-
znatok, ze aj vysky lubovolného trojuholnika ABC sa (ako priamky) pretinajt
v jednom bode? [Trojuholnik ABC dopliite trikrat na rovnobeznik ABA'C,
BCB’A, resp. CAC'B. Potom body A, B, C su stredy strdn trojuholnika
A’B'C’. Osi jeho stran sa pretinaju v jednom bode (podla tlohy N1) a lezia
na nich vysky povodného trojuholnika ABC']

Uvedomte si nasledujtiicu ekvivalentnti formuléciu tvrdenia o existencii prie-
secnika vySok Iubovolného trojuholnika ABC: Ak pre nejaky bod H roviny
trojuholnika ABC plati HB 1 AC a HC 1 AB, tak bud H = A, alebo
HA 1| BC. [Bod H je prieseénikom dvoch vySok trojuholnika ABC' a kazda
zrelacil H = A, HA 1 BC znamena, ze bod H lezi aj na tretej vyske z vrcholu
Al

Dokéazte implikaciu z tlohy N3 metédou obvodovych uhlov, aspon pre pri-
pad ostrouhlého trojuholnika ABC. [Nech teda HB 1 AC, HC 1 AB.
Ozna¢me A’ prieseénik AH a BC, B’ prieseénik BH a AC, a C’ prieseé-
nik CH a AB. Stvoruholniky AC'HB' a BC'B’'C st tetivové vdaka pravym
uhlom LAB'H, {HC'A, {BC'C, {BB’'C. Preto |{BAA'| = |{C"AH| =
= |{C'B'H| = |£C'B'B| = |{£C'CB]|. Trojuholniky BAA’, BCC" sa preto
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D2.

D3.

zhoduju v dvoch vnutornych uhloch, takZe sa zhoduju aj v trefom z nich:
|{AA'B| = |£BC’'C| =90°. Odtial uz HA 1 BC]

V trojuholniku ABC plati |AB| # |AC|. Nech S je taky bod osi uhla BAC| pre
ktory plati |[SB| = |SC|. Dokézte, ze bod S lezi na kruznici opisanej trojuhol-
niku ABC'. [Pracovat priamo so zadanym bodom S je tazké, a tak zvazime
pomocny bod S’, ktorym je prieseénik S’ # A osi uhla BAC s kruznicou
opisanou. Ako je dobre zname, plati |S’B| = |S’C| (vyplyva to zo zhodnosti
obvodovych uhlov S’AB a S’ AC). Vdaka podmienke |AB| # |AC| je spolo¢ny
bod S osi uhla BAC' a osi strany BC jediny, a tak plati S” = S.]

V trojuholniku ABC' so stredom I kruznice vpisanej plati |AB| < |AC|.
Nech D je bod strany AC' taky, ze |AB| = |AD|. Dokéazte, ze body B, C, D,
I lezia na jednej kruznici. [Polpriamka AT je os uhla BAC, a teda aj os uhla
BAD, ktoré je vdaka podmienke |AB| = |AD| zaroven aj osou usecky BD.
Bod I je teda pre trojuholnik BC'D takym bodom osi uhla BC'D, pre ktory
plati |[IB| = |ID|. Kedze navyse |CB| # |CD| (lebo |CD| = |AC| — |AD| =
= |AC| — |AB| < |CB]| podla trojuholnikovej nerovnosti), je mozné pouzit
vysledok tlohy D2, podla ktorého lezi bod I na kruznici opisanej trojuholniku
BCD. Iné riesenie: Stac¢i ukéazat, ze oba uhly BIC' a BDC maju velkost 90° +
+ 1a, kde ako zvydajne o = |[£BAC!.]

3. Ak s a, b, c navzajom rozne kladné redlne c¢isla, aky je najmensi mozny pocet roznych
¢isel medzi ¢islami a + b, b+ ¢, ¢+ a, ab, be, ca, abc? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

Vo vsetkych tlohach budu a, b, ¢ navzajom rézne kladné realne cisla.

Urcte najmensi mozny pocet réznych cisel medzi ¢islami a + b, b+ ¢, ¢ + a,
a+ b+ c. [Jednd sa vzdy o $tyri rozne ¢isla. Uréite mozno predpokladat, ze
0<a<b<c Potomalea+b<a+c<b+c<a+b+c]

Uréte najmensi mozny pocet roznych ¢isel medzi ¢islami ab, be, ca, abe. [Tri.
Uréite mozno predpokladat, ze 0 < a < b < ¢. Potom ale ab < ac < be, takze
aspon tri rézne hodnoty existujua vzdy. Prave tri rozne hodnoty to buda prave
vtedy, ked ¢islo abc bude rovné jednému z ¢isel ab, ac, be, t.]. prave ked bude
1 €{a,b,c}]

Urcte najmensi pocet roznych cisel medzi cislami a + 1, b + 1, a, b, ab. Je
tento pofet mozny v pripade, ked navySe su ¢isla a a b rozne od 17 [Tri a
mozny pocet to je aj v pripade a # 1 # b . Vzhladom na symetriu zadania
v premennych a a b mézeme predpokladat, ze a < b. Kedze b < b+ 1, st a, b,
b+ 1 tri rozne hodnoty. Aby boli prave tri v celej pétici, musi platit a +1 = b
a v pripade a # 1 # b eSte musi byt ab = b+ 1. Obom rovnostiam vyhovuja
Cisla @ = v/2 a b= +/2+ 1, ktoré st rézne od 1 a pre ktoré st v pitici naozaj
tri rozne hodnoty.]

Urcte najmensi mozny pocet réznych cisel medzi ¢islami ab, ac, a + b, a +
+ c. [Tri. Kedze ab # ac a aj a +b # a + ¢, mame aspon 2 rozne hodnoty.
Pripustme, Zze mame prave 2 réozne hodnoty v celej stvorici. Potom mame dve
moznosti: bud ab = a+b a ac = a + ¢, alebo ab = a+c¢ a ac = a + b.
V prvom pripade po odéitani oboch rovnosti dostaneme (a — 1)(b — ¢) = 0,
odkial @ = 1, a to je spor s ab = a + b. V druhom pripade po podobnom
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od¢itanim dostaneme (a + 1)(b — ¢) = 0, a to je tiez spor. Preto vZdy méame

aspon 3 rozne hodnoty, a tento pocet neprekroc¢ime, ak bude platit ab = a +

+ b, ¢o splia napriklad trojica (a,b,c) = (3, %, ). Dodajme, Ze postup sme
mohli zjednodusif vyuzitim symetrie zadania v premennych b a ¢, vdaka ktorej
mozeme predpokladat, ze b < c¢. Vtedy plati ab < ac a a + b < a + ¢, takze
stac¢i rozobrat iba prvy z dvoch vyssie rozliSenych pripadov.]

D1. Urcte najmensi mozny pocet roznych ¢isel medzi ¢islami a + 2b, b+ 2¢, ¢+ 2a.
[Dve. Uloha sa nezmeni, ked trojicu (a,b,c) zamenime Iubovolnou z trojic
(b,c,a) a (c,a,b). Preto moézeme predpokladat, ze plati a = max{a,b,c}.
Potom 2a > b+c, ¢ize c+2a > b+ 2c. Tym padom v nasej trojici médme aspon
dve rozne hodnoty. Pre najdenie trojice s prave dvoma réznymi hodnotami
polozme napriklad ¢ + 2a = a + 2b. To dava a = 2b — c. Teda napriklad pre
c=1,b=2vyjde a =3. Vtedy (a + 2b,b+ 2¢,c+ 2a) = (7,4,7).]

D2. Urcte najmensi mozny pocet réznych ¢isel medzi ¢islami a + b, b+ ¢, ¢ + a,
ab+ 1, bc + 1, ca + 1, abe. [Styri. Vdaka symetrii moézeme predpokladat, ze
a>b>c Potoma+b>a+c>b+caab+1>ac+ 1> bc+ 1, takze
v zadanej sedmici su vzdy aspon tri r6zne hodnoty. Keby boli prave tri, tak
by nutne platiloa+b=ab+1,a+c=ac+1ab+ c=bc+ 1. To upravime
na(a—1)b—1)=0, (a—1)(c—=1)=0a (b—1)(c—1) = 0. Nutne sa teda
dve z ¢isel a, b, ¢ rovnaja 1, a to je spor. V nasej sedmici teda mame vzdy
aspon 4 rozne hodnoty, a tento pocet neprekroéime, ked napriklad zvolime
a = 1 a budeme pozadovaft, aby platilo bc = b + ¢, ¢o napriklad spliia dvojica
(b7 C) = (3’ %)]

D3. Urcte najmensi mozny pocet roznych ¢isel medzi ¢islami

a?+b2+c2  at+bt+ec
: : abe, +——-
V3 3 I

+

o[ o
Q=

[Styri. Jednotlivé ¢&isla st r6zne druhy priemerov zostavené pre t ist trojicu
¢isel a, b, ¢. Oznacme zlava doprava ich hodnoty K, A, G, H podla ich ndzvov
kvadraticky, resp. aritmeticky, resp. geometricky, resp. harmonicky priemer.
Ako je zndme, medzi tymito priemermi pre fubovolni trojicu kladnych ¢isel
a, b, ¢ platia nerovnosti K =2 A =2 G = H, pri¢om vSetky nerovnosti st
ostré s vynimkou pripadu, ked plati a = b = c¢. (Dokazy tychto nerov-
nosti mozno najst v brozure A. Kufner: Nerovnosti a odhady, dostupnej na
www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403877.)]

4. Najvicsieho delitela d prirodzeného cisla n > 1 s vlastnostou d < n nazveme jeho

superdelitelom.
a) Dokazte, Ze kazdé prirodzené ¢islo d > 1 je superdelitelom iba konecného poctu

cisel.
b) Oznacme s(d) sucet vsetkyjch cisel, ktorych superdelitelom je dané ¢islo d > 1.
Rozhodnite, ¢i existuje neparne ¢islo d > 1 také, Ze s(d) je ndsobkom

cisla 2 020.

(Michal Rolinek)


https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403877

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

Pripomerime, Ze prvocinitelom ¢isla n nazyvame kazdé prvocislo, ktoré ¢islo n
deli.

N1. Uvedomte si, Ze superdelitelom daného ¢isla n > 1 je ¢islo %, pricom p je
najmensi prvocinitel ¢isla n. [Ak je d delitel ¢isla n, je jeho delitelom aj ¢islo
7. Najmensie dva delitele n st 1 a p, ktorym zodpovedaja dva jeho najvicsie
delitele 7 a 2]

N2. Uréte vSetky prirodzena ¢isla, ktorych superdelitelom je ¢islo 2. [Jedine ¢islo 4.
Kazdé hladané ¢islo n je nutne parne, a tak je ¢islo 2 jeho najmensi prvocinitel.
Podla vysledku N1 teda plati 2 = %, a preto n = 4.]

N3. Ur¢te vsSetky prirodzené ¢isla, ktorych superdelitelom je éislo 7. [14, 21, 35
a 49. Kazdé hladané n je delitelné siedmimi a podla vysledku N1 méa platit
7= 2, prifom p je najmens prvocinitel n, takze p < 7, ¢ize p € {2,3,5,7}.]

D1. N4ajdite vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, ze ked k nim pripocitame ich
superdelitela, dostaneme sucet 2020. [1515 a 1919. Ak je p najmensi prvo-
Cinitel ¢isla n, tak n = dp, pricom d je superdelitel n. Ma platit dp + d =
= 2020, ¢ize d(p+ 1) = 2020, takze ostava prebrat vSetky delitele d ¢isla 2 020
s prvoéiselnym rozkladom 2% - 5 - 101. Pre d = 1 vychadza p = 2019, ¢o nie
je prvocislo. Keby bolo d > 1 parne, bolo by parne aj ¢islo n, a tak by bolo
p =2, a teda d(2 4+ 1) = 2020, ¢o nie je mozné. Ostavaju preto moznosti d €
€ {5,101,505}. Postupnym dosadenim do d(p + 1) = 2020 zistime, Ze rieSenie
dava iba hodnota d = 101, ktorej zodpoveda p = 19, a hodnota d = 505, pre
ktort vychadza p = 3. (V oboch pripadoch je naozaj ndjdené p najmensim
prvocinitelom sucinu n = dp.)]

D2. Ktoré z ¢isel 2,3, ...,20 je superdelitelom najviésieho poctu éisel? [Cislo 19.
Hladédme to ¢islo n € {2,3,...,20}, pre ktoré existuje ¢o najviac prvocisel p
takych, Ze najmensi prvocinitel ¢isla np je prave p. Kedze n > 1, musi pre kazdé
prvodislo p s uvedenou vlastnostou platit p < n, a teda aj p < 20, takze takych
prvocisel nemoze byt viac, ako je vSetkych prvocisel do 20, ktorych je 8. Aby
ich bolo prave 8, musel by aj st¢in 19n mat najmensieho prvocinitela 19, ¢o
z uvazovanych ¢isel n splia jedine n = 19. Toto &islo je naozaj superdelitelom
6smich ¢sel 19-2,19-3,19-5,...,19-19]]

D3. Ktoré prirodzené ¢islo najblizsie k ¢islu 2020 mé svojho superdelitela medzi
¢islami 1,2,3,...,457 [Cislo 2017. Cislo 1 je superdelitelom kazdého prvo-
¢isla. Najblizsie prvocislo k ¢islu 2020 je 2017. Vypoctom superdelitelov ¢isel
2018,2019,...,2023 zistime, ze ziadny z nich nepatri medzi ¢isla zo zadania.]

D4. Ktoré prirodzené ¢islo najblizsie k ¢islu 2020 mé svojho superdelitela medzi
¢islami 2,3, ...,45? [Cislo 1849. Najviicsim ¢islom n s danym superdelitelom
d > 1 je ¢islo n = dp, pricom p je najmensi prvocinitel ¢isla d. Z toho vyplyva,
7e ak 1 < d < 43, pre kazdé ¢islo n so superdelitelom d plati n < d? < 432 =
= 1849, pritom ¢islo 1849 mé za superdelitela prvocislo 43. Dalej najvicsie
¢islo so superdelitefom 44 je rovné 44-2 = 88, najviicSie ¢islo so superdelitelom
45 je rovné 45 - 3 = 135/]

5. V trojuholniku ABC oznacme S,, Sy, S. postupne stredy jeho strain BC', CA, AB.
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Dokdazte, Ze pre lubovolny bod X rézny od bodov S, Sy, S. plati

min{ | XAl |XB| |XC| } <9
| X Sal” | XSp7 | XSe] ] =
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

Zoznamte sa s Apolléniovymi kruznicami a ich konstrukciami. St to mnoziny
bodov vyznamnej vlastnosti, ktora je v nasledujicom tvrdeni urcena paramet-
rom A a bodmi P a Q: Majme dané kladné realne ¢islo \ # 1 a dva rézne body
P a @ v rovine p. Potom plati, ze mnozinou vsetkych bodov X € o, X # @,
ktoré vyhovuju rovnici
PX] _
QX

je ista kruznica. Tato (Apolléniova) kruznica je kruznica nad priemerom M N,
pricom M a N st tie dva body priamky PQ), pre ktoré rovnica (1) po dosadeni
X = M, resp. X = N sa zmeni na platnt rovnost. [Pozri ¢ast I kapitoly 5 bro-
zury S. Hordk: KruzZnice, dostupnej na dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589.
Iny podrobny vyklad najdete v navodnych ulohach k tlohe 63--A--1--6.]
Majme dané realne cislo A > 1 a dva rozne body P a () v rovine p. Dokazte,
ze mnozinou vSetkych bodov X € p, X # @), ktoré vyhovuji nerovnici

A,

| PX]
T > A,
|QX]

je vnutro kruhu ohrani¢eného Apolléniovou kruznicou, ktora je urcend rovni-
cou (1) z ulohy N1. [Uvazte dve Apolléniove kruznice

|PX| |PX|
m:)\1>1 a m:)\2>1

Prva z nich je kruznica nad priemerom M; N7, druhé je kruznica nad prieme-
rom MsNo, pricom M;N; a MyNy su isté tisecky na priamke P(Q. Tvrdenie
tlohy N2 bude dokézané, ked vysvetlime, preco v pripade A1 < Ag lezia body
My, Ny vnutri tsecky M Ny.|

V rovine g je dand usecka BC'. Uvazujme body A € p mimo priamky BC' také,
ze velkosti vySok vy, v. na strany AC, AB trojuholnika ABC st v pomere
1: 2. Dokéazte, Ze vSetky tieto body A lezia na jednej kruznici. [Pre obsah S
trojuholnika ABC plati 28 = b v, = c-v., atedab:c=v.: v, =2 : 1.
Vyhovujtce body A teda lezia na Apolléniovej kruznici |CX|/|BX| = 2.]

V rovine g je dana tsecka BC'. Uvazujme body A € p mimo priamky BC také,
ze velkosti taznic tp, t. na strany AC, AB trojuholnika ABC st v pomere
1 : 2. Dokazte, Ze vSetky tieto body A lezia na jednej kruznici. [Pre fazisko G
trojuholnika ABC plati |[BG| = 2t a |CG| = 2t,, takze |BG|: |CG|=1:2.
Vsetky body G teda lezia na jednej Apolléniovej kruznici, preto vSetky body
A lezia na jej obraze v rovnolahlosti so stredom v strede tsecky BC|, ktora mé
koeficient 3.]

V rovine st dané dve kruznice k1(S1,71) a k2(S2,72), priCom |S1.53| > r1 + 2.
Najdite mnozinu vsetkych bodov X, ktoré nelezia na priamke 5155 a maja ta
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vlastnost, ze tsecky 51X, S X pretinaji postupne kruznice k1, ko v bodoch,
ktorych vzdialenosti od priamky 5752 sa rovnaji. [63--A--I1--2]

D4. V rovine daného trojuholnika ABC urcte vsetky body, ktorych obrazy v oso-
vych stmernostiach podla priamok AB, BC, C' A tvoria vrcholy rovnostran-
ného trojuholnika. [63--A--I--6]

6. Majme 70 zhasnutych Ziaroviek. Pre lubovolni skupinu Ziaroviek vieme pripravit
prepinac, ktory zment stav kazdej Ziarovky z tejto skupiny (zhasne zasvietené a rozsvieti
zhasnuté) a ostatné Ziarovky meovplyvni. Aky je najmensi pocet prepinacov, pomocou
ktorych je mozné rozsvietit lubovolni §tvoricu Ziaroviek (pricom ostatné budi zhasnuté)?

(Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

Vo vsetkych tilohach pracujeme s pojmami ,,ziarovka“ a ,,prepinac® vo vyzname
zo sutaznej tlohy.

N1. Urcte pocet moznych stavov rozsvietenia ziaroviek 1, 2, 3 a 4, ktoré mozno
dosiahnut pouzitim prepinacov {1,2,3}, {1,2,4} a {3,4} (napr. prepinac {3,4}
vzdy prepne prave ziarovky 3 a 4). [Styri stavy (vratane toho povodného).
Uvedomme si, ze poradie stlaCania prepinacov v danej sérii nemé vplyv na
celkovy vysledok. Tiez nemé zmysel ziadny prepina¢ pouzit v jednej sérii
viackrat. Sta¢i teda najst vysledny stav pre kazdt z 22 podmnozin danej
mnoziny 3 prepinacov, ktoré mézeme stlacit, a potom spocitat, kolko tychto
stavov je roznych. Vyhodné je pritom vysledné stavy urcovat takto: {1,2,3}+
+ {3,4} ~ {1,2,4}. Z toho prikladu vidime, Ze prepina¢ {1,2,4} je mozné
v zadani tlohy vynechat.]

N2. Dokazte, ze ak mame n prepinacov, pricom n je prirodzené cislo, tak po-
stupnym prepinanim mozeme dosiahnuf nanajvys 2" roznych stavov rozs-
vietenia (vratane povodného). [Podla uvahy z rieSenia N1 plati, Ze pocet
dosiahnutelnych stavov neprevysSuje pocet vsetkych podmnozin danej mnoziny
prepinacov.]

N3. Dokazte, ze ak by v sutaznej tlohe bol ciel pozmeneny na moznost rozsvietit
kazdu trojicu Ziaroviek, tak pri jeho splneni by bolo mozné rozsvietit kazdu
jednotliva ziarovku. [Na rozsvietenie jedinej zvolenej ziarovky a vyberieme tri
dalsie ziarovky b, ¢, d a aplikujeme postupne 3 série rozsvietenia, a to pre
trojice (a,b,c¢), (a,b,d) a (a,c,d).]

N4. Kolko mé dané n prvkova mnozina tych podmnozin, ktoré maji parny pocet
prvkov? [2"~! podmnozin. Postupujeme podobne ako pri znAmom dokaze, 7e
pocet vsetkych podmnozin je 2™: Prvych n—1 prvkov mézeme do konstruovanej
podmnoziny bud zaradit, alebo nezaradit, takze mame 2"~ moznosti. Po tejto
procedire mame vybrany bud parny, alebo neparny pocet prvkov, a tak podla
toho k nim nezaradime, resp. zaradime posledny n-ty prvok. Takto dostaneme
prave 2"~ ! vyhovujucich podmnozin. Ostava si uvedomit, Ze opisanym postu-
pom dostaneme kaZdi vyhovujicu podmnozinu.]

D1. Rieste sutazna tlohu so 70 ziarovkami s pozmenenou podmienkou, Ze méame
byt schopni rozsvietit kazda 2k-ticu ziaroviek, pricom k je dané prirodzené
Cislo z intervalu (3, 34). [Taka tloha je ekvivalentnd so sttaznou ulohou. Nech
dalej (a,b) je lubovolna dvojica Ziaroviek a ¢; oznacuje ziarovky rozne od a,
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D2.

b, priom ¢; # c¢; pre i # j. Ak mozno rozsvietif 2k-tice (a,cq,...,cop—1)
a (b,c1,...,co6—1), tak moZno rozsvietit aj dvojicu (a,b), a teda aj Iubo-
volnu Stvoricu (po dvoch dvojiciach). Naopak, ak mozno rozsvietit Stvorice
(a,c1,c9,c3) a (b,cy,ca,c3), mozno rozsvietit aj dvojicu (a,b), takze potom
mozno rozsvietit aj kazda 2k-tici (po k dvojiciach).]

Rieste sutaznt tlohu so 70 Ziarovkami s pozmenenou podmienkou, Ze mame
byt schopni rozsvietit kazda (2k — 1)-ticu zZiaroviek, pri¢om k je dané pri-
rodzené ¢islo z intervalu (2,35). [70 prepinacov. Podobne ako v rieSeni D1

uvahou o dvoch (2k — 1)-ticiach (a,cq,...,cor—2) a (b,c1,...,Cox—2) zistime,
ze mozno rozsvietit kazdu dvojicu (a,b). Teraz Gvahou o jednej (2k — 1)-tici
(a,c1,...,co5—2) ak—1dvojiciach (c1, ca),. .., (Cagp—_3, Cak—2) zistime, Ze mozno

rozsvietit lubovolni ziarovku a, a teda aj kazda z 27° mnozin ziaroviek, takze
podla vysledku tlohy N2 potrebujeme aspon 70 prepinacov. 70 prepinacov ale
sta¢i — jeden prepinaé¢ na kazda ziarovku.]
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