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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Navodné tlohy domaceho kola kategorie B

V prvej éasti textu pod zadanim kaZdej zo Siestich sttaZnych tloh
nijdete zadania navodnych a dopliiajacich tloh. Tie isté tilohy aj s rieSe-
niami (resp. odpovedami a nidznakmi rieSeni ¢i odkazmi na rieSenia v nasom
archive) nijdete v druhej ¢asti textu.

1. Z cifier 0 aZ 9 vytvorime dvojcifern€ c¢isla AB, CD, EF, GH, IJ, pricom kaZdu cifru
pouZijeme prave raz. Zistite, kolko roznych hodnot moze nadobiudat sucet AB + CD +
+ EF + GH + 1J a ktoré hodnoty to su. (Zapisy typu 07 nepovaZujeme za dvojciferné
¢isla.) (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Z dvoch réznych cifier A, B vytvorime dvojciferné ¢isla AB a BA. Dokazte,
ze ich rozdiel je delitelny 9.

N2. Situéciu zo stitaznej tlohy ,zmensime*. Z cifier 1, 2, 3, 4 vytvorime dvojciferné
¢isla AB, C'D, pricom kazdu cifru pouZijeme prave raz.
a) Najdite najmensiu mozni a najvicsiu mozni hodnotu AB + CD.
b) Zistite najmensi mozny kladny rozdiel dvoch takto vytvorenych ¢isel AB +
+CD.

N3. Z cisel 1, 2, 3, 4, 5, 6 vyberieme tri rézne. Zdovodnite, ze ich stcet moze
nadobudat ktortukolvek celoc¢iselnti hodnotu od 6 do 15.

D1. Janko ma tri karticky, na kazdej je ind nenulova cifra. Stcet vsetkych trojci-
trojnasobok jedného z nich. Aké cifry st na kartickach?

D2. Najdite vsetky osemciferné cisla také, z ktorych po vyskrtnuti niektorej stvo-
rice susednych cifier dostaneme stvorciferné ¢islo, ktoré je 2019-krat mensie.

2. Akd je najvicsia moznd hodnota vyrazu xy — 3y — xy>, ak su x, y kladné redine
c¢isla? Pre ktoré x, y sa tdto hodnota dosahuje? (Méria Domanyové, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokézte, ze pre ITubovolné nezdporné realne ¢isla u, v plati nerovnost y/uv <
< %(u + v), pritom rovnost v nej nastane prave vtedy, ked u = v.

N2. Néjdite najvicsiu hodnotu vyrazu a) t(1 —t), b) uv(l — uv), ¢) (u? +v?)(1 —
— u? — v?). Vo vsetkych vyrazoch pismend oznac¢ujt lubovolné realne é&isla.

D1. Pre redlne c¢isla a, b nadjdite najviacsiu mozni hodnotu vyrazu

ab
a? + b2’

D2. Pre nezaporné realne cisla a, b plati a + b = 2. Urcte najmensiu a najvacsiu
moznu hodnotu vyrazu
2 12
a”+b
V= .
ab+1




D3. Dokézte, ze pre fubovolné realne éisla a, b, ¢ plati a® 4 b2 + ¢ = ab + bc + ca.
D4. Pre nezaporné realne ¢isla a, b plati a® +b? = 1. Uréte najmensiu aj najvicsiu
moznu hodnotu vyrazu

a*+ bt +ab+1

V:
a+b

3. V ostrouhlom trojuholniku ABC su AA’ a BB’ jeho vysky. Kolmy priemet bodu A’
na vysku BB’ oznacme D. Predpokladajme, Ze kruznica prechddzajica bodmi B, C, D
pretina stranu AC' v jej vnitornom bode E. Dokdzte, Ze |DE| = |AA’|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Ostrouhly roznostranny trojuholnik ABC' je svojimi vyskami rozdeleny na Sest
neprekryvajucich sa trojuholnikov. Zistite, ¢i niektoré z nich st podobné. Ak
ano, existuji medzi nimi tri navzajom podobné trojuholniky?

N2. Na kruznici so stredom O st dané body B a C také, ze |{BOC| = 120°.
Zvolme bod A na dlhSom obliku BC' a ozna¢me |£AOB| = 0.

a) Zistite velkost uhla BAC, ked ¢ = 140°.

b) Zistite, ako mame volif uhol §, aby bol uhol BAC' ¢o najvicsi.

¢) Na kratsom obliku BC' zvolime bod A’. Zistite, ako mame volif polohy
bodov A, A’ (oba lezia na danej kruznici), aby sucet | BAC| + |£BA’C| bol
¢o najvacsi.

D1. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me A’, B’, C' péty jeho vySok a H jeho
ortocentrum (priesecnik vysok AA’, BB, C'C"). Najdite vSetkych 6 tetivovych
stvoruholnikov s vrcholmi v bodoch A, B, C, A’, B, C’, H.

D2. V rovine st dané kruznice m a n, ktoré sa pretinaju v bodoch K a L. Na
kruznici m lezia body A, D, K, L a na kruznici n lezia body B, C, K, L
v tychto poradiach, pricom body A, L, B lezia na priamke a body C, K, D
lezia na inej priamke v tychto poradiach. Dokazte, ze AD || BC.

D3. Zvolme Iubovolné body A’, B’, C’ vnutri stran BC, CA, AB trojuholnika
ABC'. Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom AB'C’, BC'A’, CA’'B’ sa
pretinaji v jednom bode.

4. Zistite, pre ktore hodnoty redalneho parametra k ma sustava rovnic

|z + 6] + 2|y| = 24,
|z +yl+ v -yl =2k

nepdrny pocet rieseni v obore redlnych cisel. (Pavel Calabek)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V kartezianskej stustave suradnic Ozy znazornite mnozinu vsetkych bodov
[z,y], ktorjch stradnice spliiaji rovnicu a) |z| + |y| =7, b) |z — 3| + |y| = 7,
c) |z| + 2]y| = 10.

N2. Rozmyslite si, ako v kartezianskej ststave saradnic Oxy vyzera mnozina vset-
kych bodov [z,y], ktorych stradnice spliiaji
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a) r < y a zaroven x = —y,
b) x £ y a zaroven x = —y a zaroven |z + y| + |x — y| = 10.
N3. Zdovodnite, preco pre fubovolnii hodnotu redlneho parametra k& ma stustava
rovnic
|z + 6] + 2|y| = 24,
|z + 6]+ |yl =k
parny pocet rieSeni v obore realnych cisel.
D1. Uréte vsetky dvojice (a,b) redlnych parametrov, pre ktoré ma sistava rovnic

|z +y =a,
2yl —x =0
prave tri riesenia v obore redlnych ¢isel, a pre kazdu z nich tieto rieSenia urcte.

D2. Pouzitim grafickej metddy a dalej potom vypoctom urcéte vsetky realne rieSenia

stustavy rovnic

pricom p je redlny parameter.

5. Dany je pravidelny sedemuholnik ABCDEFG. Kolmica vedend bodom D na
priamku DE pretina priamky CG a AB postupne v bodoch P a Q). Dokdzte, Ze |AQ| +
+ |EF| =|GP]|. (Maridan Poturnay)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Rozmyslite si, ze pravidelny sedemuholnik je osovo stmerny a kazda jeho
uhlopriecka je rovnobezna s niektorou z jeho stran.

D1. Majme ostrouhly trojuholnik ABC' so standardne oznacenymi uhlami. Pred-
pokladajme, Ze plati |[AB| < |AC|. Na strane AC' zvolme bod D tak, aby
platilo [£CBD| = (3 — v). Dokazte, ze |AB| + |CD| = |AC|.

D2. V obdlzniku ABCD plati |AB| = 3|BC| a na strane CD je zvoleny bod E
tak, ze | BC| = |CE|. Dokéazte, ze |{ BAC| + |{ BAE| = 45°.

D B C

A : : B

6. Na pldne s rozmermi 12 x 12 Stvorcéekov sa nachddza lod tvorend dsmimi polickams
pozdlz obvodu §tvorca 3 x 3 (na obr. 1 je vyznacend sivou farbou). Na kolko najmenej
policok treba vystrelit, aby sme s istotou zasiahli lod aspor raz? (Jozef Rajnik)

Obr. 1



NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Sutaznu tlohu ,zmensime“. VyrieSte postupne tri tlohy, v ktorych plan 12 x 12
nahradime pldnom a) 4 x 4, b) 5 x 5, ¢) 6 x 6.

Na plane s rozmermi 6 x 6 Stvoréekov sa nachédza lod tvaru $tvorca 2 x 2.
Zdovodnite, Ze treba najmenej 9 vystrelov, aby sme mali istotu, Zze sme lod
zasiahli.

Urcte, kolko je vsetkych dvojic poli¢ok daného Stvorca 4 x 4, ktorych zasahom
dosiahneme s istotou aj zasah lode zo zadania stifaznej tlohy, ktora je v tomto
Stvorci akokolvek umiestnena.

Dokézte, ze podmienku sutaznej tlohy je nemozné splnit tak, ze cely plan
12 x 12 rozdelime na 9 stvorcov 4 X 4 a potom v kazdom z nich vystrelime na
dve policka, a to na rovnakych dvoch miestach vo vSetkych 9 Stvorcoch.

Na plane 7 x 7 hrame hru lode. Nachddza sa na nej jedna lod 2 x 3. MdZeme
sa spytat na Iubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra kon¢i. Ak nie,
pytame sa znova. Urcte najmensi pocet otazok, ktoré potrebujeme, aby sme
s istotou lod zasiahli.

Na plane 5 x 5 hrame hru lode. Zo Styroch policok planu je vytvorena jedna
lod majuca niektory z tvarov na obrazku.

LA DA = B

MozZeme sa spytat na lubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra kondi.
a) Navrhnite osem poli¢ok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu zésahu
lode. b) Zdovodnite, ze sedem otazok vo vSeobecnosti takt istotu nedéava.

Na nasledujtcich stranich najdete tie isté navodné a dopliajtce tlohy
eSte raz, avSak doplnené o vysledky s naznakmi rieseni ¢i o odkazy na nas

archiv.



1. Z cifier 0 aZ 9 vytvorime dvojciferné ¢isla AB, CD, EF, GH, I1J, pricom kazdu cifru
pouZijeme prdve raz. Zistite, kolko roznych hodnot moze nadobidat sucet AB + CD +
+ EF + GH + IJ a ktoré hodnoty to su. (Zapisy typu 07 nepovaZujeme za dvojciferné

¢isla.)

(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Z dvoch réznych cifier A, B vytvorime dvojciferné ¢isla AB a BA. Dokazte, ze
ich rozdiel je delitelny 9. [AB— BA = (10-A+B)—(10- B+ A) =9(A— B) /]
Situéciu zo sutaznej tlohy ,zmensime“. Z cifier 1, 2, 3, 4 vytvorime dvojciferné
¢isla AB, C'D, pricom kazdu cifru pouzijeme prave raz.

a) Najdite najmensiu mozni a najvicsiu mozni hodnotu AB + CD.

b) Zistite najmensi mozny kladny rozdiel dvoch takto vytvorenych ¢isel AB +
+CD.

[a) Minimum je 37, maximum je 73. Minimum, resp. maximum dostaneme,
ked umiestnime najmensie cifry 1 a 2 na pozicie desiatok, resp. na pozicie
jednotiek. b) 9. Kazdé vytvorené ¢islo AB + C'D dava po deleni deviatimi
rovnaky zvysok ako ¢islo A+ B+ C + D rovné 1 + 2+ 3 + 4 = 10, dava teda
zvySok 1. Preto je rozdiel kazdych dvoch vytvorenych ¢isel AB+ C D delitelny
deviatimi, teda hladané minimum je kladnym nasobkom ¢isla 9. Ze to nie je
viac ako 9, ukazuje priklad (12 +43) — (12 + 34) = 9.]

Z cisel 1, 2, 3, 4, 5, 6 vyberieme tri rozne. Zdovodnite, ze ich sucet moze
nadobudat ktortukolvek celo¢iselnit hodnotu od 6 do 15. [N&jst najmensiu
a najvicsiu hodnotu nestac¢i. Je nutné opisat, ako skonstruovat ktorykolvek
pripustny sucet, napriklad 13. Opis méze vyzerat ako algoritmus, ktory prejde
vSetky sucty od 6 do 15. Ked zacneme s trojicou 1, 2, 3, mozeme c¢islo 3
opakovane zvic¢Sovat o jedna tak dlho, az dostaneme trojicu 1, 2, 6. Potom
zaCneme zvicSovat ¢islo 2, az dostaneme 1, 5, 6. Nakoniec budeme zviicSovat
¢islo 1, az dostaneme 4, 5, 6, ¢im celkovo prejdeme vsetky ¢isla od 6 do 15.]
Janko ma tri karticky, na kazdej je ind nenulova cifra. Sucet vSetkych trojci-
trojnasobok jedného z nich. Aké cifry st na kartickach? [61-C-II-2]

Najdite vsetky osemciferné cisla také, z ktorych po vyskrtnuti niektorej stvo-
rice susednych cifier dostaneme Stvorciferné cislo, ktoré je 2019-krat mensie.
[68-B-I-1]

2. Akd je najvicsia moznd hodnota vyrazu xy — 23y — xy>, ak si x, y kladné redine
¢isla? Pre ktoré x, y sa tdto hodnota dosahuje? (Méria Domanyova, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

Dokézte, ze pre Tubovolné nezdporné realne éisla u, v plati nerovnost /uv <
< %(u + v), pritom rovnost v nej nastane prave vtedy, ked u = v. [Zrejme

plati (\/_ — \/5)2 2 0. Po roznésobeni lavej strany tito nerovnost prepiSeme
na tvar u — 2y/uv 4+ v = 0, ¢o napokon upravime na pozadované /uv < 3 (u+
+v). Rovnost v tejto nerovnosti nastane prave vtedy, ked /u — /v = 0, ¢o je
ekvivalentné /u = /v, teda aj u = v. Pozndmka. KedZe vyraz na lavej strane
nerovnosti je geometrickym priemerom dvoch nezapornych realnych cisel u, v
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N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

a vyraz na pravej strane je ich aritmetickym priemerom, nazyva sa uvedena
nerovnost nerovnostou medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dvoch
nezépornych realnych ¢isel, skratene AG-nerovnost. Podobnéd rovnako pome-
novana nerovnost plati aj pre n-tice nezapornych cisel.]

Najdite najviicsiu hodnotu vyrazu a) t(1 —t), b) uv(l —uv), ¢) (u? +v?)(1 —
—u? —v?). Vo vietkych vyrazoch pismend oznacujt lubovolné realne ¢isla. [a)
i. Ak st obe ¢isla ¢t a 1 — ¢ kladné, napiste pre ne AG-nerovnost. Rozmyslite
si pripady, ked nie st obe ¢isla kladné. Alternativne moznostou je tiprava na
Stvorec: t(1 —t) = 1+ — (3 — ¢)%. b) 1. Substittcia t = uv vedie na pripad a).
c) 1. Substiticia ¢ = u? 4+ v? vedie na pripad a).]

Pre redlne ¢isla a, b ndjdite najvacsiu mozni hodnotu vyrazu

ab
a? + b2’
[Maximum je % (pre a = b). Urdite sa sta¢i obmedzit na pripad, ked a > 0
a b > 0. Pouzite AG-nerovnost pre dvojicu ¢&isel a? a b%. Inak je mozné vyijst
z nerovnosti (a — b)? = 0, upravenej na tvar 2ab < a? + b?.]
Pre nezaporné realne cisla a, b plati a + b = 2. Urcte najmensiu a najvacsiu
moznu hodnotu vyrazu
2, 12
a“+b
=27
ab+1

[68-B-II-1]
Dokazte, ze pre lubovolné redlne &isla a, b, ¢ plati a? + b2 + c? = ab + be + ca.
[Séitanim troch nerovnosti a? + b% = 2ab, b? + ¢ = 2be, ¢® + a? = 2ca ziskame
nerovnost, ktort potom sta¢i vydelit dvoma.]
Pre nezaporné redlne ¢isla a, b plati a® +b? = 1. Uréte najmensiu aj najvicsiu
moznu hodnotu vyrazu

a*+bvr+ab+1

V =
a-+b

[68-B-1-4|

3. V ostrouhlom trojuholniku ABC si AA" a BB’ jeho vysky. Kolmy priemet bodu A’
na vysku BB’ oznacme D. Predpokladajme, Ze kruznica prechddzajica bodmi B, C, D
pretina stranu AC' v jej vniutornom bode E. Dokazte, ze |DE| = |AA’|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI.

N2.

Ostrouhly réznostranny trojuholnik ABC' je svojimi vyskami rozdeleny na
Sest neprekryvajucich sa trojuholnikov. Zistite, ¢i niektoré z nich st podobné.
Ak &no, existuji medzi nimi tri navzadjom podobné trojuholniky? [Kazdy
trojuholnik je podobny s prave jednym z ostatnych piatich trojuholnikov.
Vyuzite to, ze sa jedna o pravouhlé trojuholniky, ktorych ostré vnitorné uhly
pri stranach trojuholnika ABC doplhajt jeho vnttorné uhly do 90°.]

Na kruznici so stredom O st dané body B a C také, ze |{BOC| = 120°.
Zvolme bod A na dlhSom obliku BC' a ozna¢me |£AOB| = 0.
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a) Zistite velkost uhla BAC, ked § = 140°.

b) Zistite, ako mame volif uhol §, aby bol uhol BAC' ¢o najvicsi.

c) Na kratsom obliku BC' zvolime bod A’. Zistite, ako mame volit polohy
bodov A, A’ (oba lezia na danej kruznici), aby stucéet | BAC| + |£BA'C| bol
¢o najvacsi. [V rovnoramennych trojuholnikoch
BOC, COA a AOB spocitajte uhly, alebo ich vyjadrite v zavislosti od uhla
d. V a) vyjde |[{BAC| = 60°, rovnako ako v b) nezavisle na volbe 6. V c¢)
vyjde stcéet 180° nezavisle na polohe bodu A alebo A’. Tvrdenie ¢) ma zname
zovieobecnenie: Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked sacet velkosti jeho
protilahlych uhlov je 180°.]

D1. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me A’, B’ C’ pity jeho vySok a H jeho
ortocentrum (priese¢nik vysok AA’, BB’, CC"). Néjdite vSetkych 6 tetivo-
vych stvoruholnikov s vrcholmi v bodoch A, B, C, A’, B’, C', H. [Hladajte
pravé uhly a Télesove kruznice: Body A’, B’ lezia na Télesovej kruznici nad
priemerom AB, takze Stvoruholnik ABA’B’ je tetivovy a podobne BCB'C’ a
CAC'A’. Body B’, (' lezia na Téalesovej kruznici nad priemerom AH, takze
stvoruholnik AB'HC" je tetivovy a podobne BC'HA' a CA’HB'\]

D2. V rovine st dané kruznice m a n, ktoré sa pretinaju v bodoch K a L. Na
kruznici m lezia body A, D, K, L a na kruznici n lezia body B, C, K, L
v tychto poradiach, pricom body A, L, B lezia na priamke a body C, K, D
lezia na inej priamke v tychto poradiach. Dokazte, ze AD || BC. [Ozna¢me
|£LBC| = B. Potom |{LKC| = 180° — 3, |{LKD| = a |[{LAD| = 180° —
— . Z rovnosti |[{LBC| + |£LAD| = 180° vyplyva AD || BC']

D3. Zvolme Iubovolné body A’, B’, C’ vnutri stran BC, CA, AB trojuholnika
ABC. Dokézte, ze kruznice opisané trojuholnikom AB'C’, BC'A’, CA'B’
sa pretinaji v jednom bode. [O prieseéniku dvoch kruznic ukazeme, ZzZe
lezi na tretej kruznici. Oznac¢me M napriklad priesecnik kruznic opisanych
trojuholnikom AB’C’ a BC'A’ a predpokladajme, Ze bod M lezi vntri
trojuholnika ABC. Z tetivového Stvoruholnika AC'M B’ vyplyva rovnost
|L{CB'M| = |£AC'M)|. Z tetivového Stvoruholnika BA’MC" vyplyva rovnost
|LAC'"M| = |£BA'M|. Spolu dostavame rovnost |[{CB'M| = | BA'M|, takze
Stvoruholnik C B’ M A’ je tetivovy. Podobne sa rozobert pripady, v ktorych bod
M lezi zvonka trojuholnika ABC'. Bod M sa v literatiire oznacuje terminom
Miquelov bod.]

4. Zistite, pre ktorée hodnoty redalneho parametra k ma sustava rovnic

|z + 6] + 2|y| = 24,
|z +yl+ v -yl =2k

neparny pocet rieseni v obore realnych cisel. (Pavel Calabek)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V kartezidnskej sustave suradnic Ozxy znézornite mnozinu vsetkych bodov
[z, y], ktorych stradnice spliajt rovnicu a) |z| + |y| =7, b) |z — 3| + |y| = 7,
c) |z| + 2]y| = 10. [a) V kazdom zo Styroch kvadrantov dostaneme rovnicu
priamky, celkovou mnozinou je hranica S$tvorca s vrcholmi v bodoch [7,0],
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[0,7], [=7,0], [0,—7]. b) Hranica Stvorca posunuté o vektor (3, 0) oproti §tvorcu
z tlohy a). ¢) Hranica kosostvorca s vrcholmi v bodoch [10, 0], [0, 5], [—10, 0],
[07 _5] ]

N2. Rozmyslite si, ako v kartezianskej ststave saradnic Oxy vyzera mnozina vset-
kych bodov [z,y], ktorych stradnice spliiaji
a) z < y a zaroven x = —y,
b) z < y a zdrovell x = —y a zaroven |z + y| + |z — y| = 10.
[a) Jednd sa o prienik dvoch polrovin s hraniénymi priamkami x = y, resp.
x = —y. Vyslednd mnozina je pravy uhol s vrcholom v pociatku a vnatornym
bodom [0, 1]. b) Po odstraneni absolttnych hodnét dostanete rovnicu priamky.
Prienikom tejto priamky s uhlom z tlohy a) je tisecka s krajnymi bodmi [—5, 5]
a [5,5].]

N3. Zdovodnite, preco pre Tubovolnii hodnotu redlneho parametra k& ma stustava
rovnic

|z + 6] + 2|y| = 24,

|z + 6|+ |yl =k

parny pocet rieSeni v obore redlnych ¢isel. [Obe zodpovedajice mnoziny bodov
(hranice kosostvorca a $tvorca) st simerné podla osi z. Teda pre kazdé riesenie
(x,y) tejto sustavy rovnic je aj dvojica (z, —y) jej rieSenim. Ak teda pre kazdé
rieSenie (x,y) plati y # 0, ma sustava parny pocet rieSeni (hranice Stvorca a
kosostvorca nemoézu mat nekonecne vela spoloénych bodov). Ak naopak ma
sustava rieSenie tvaru (z,0), je nutne k = 24. Potom existuju prave dve rieSenia
(—30,0) a (18,0).]

D1. Uréte vsetky dvojice (a,b) redlnych parametrov, pre ktoré ma sistava rovnic

2| +y =a,
2lyl —x =0

prave tri rieSenia v obore realnych cisel, a pre kazd z nich tieto riesenia urcte.
[66-B-1-2]
D2. Pouzitim grafickej metédy a dalej potom vypoctom urcte vSetky realne rieSenia
stustavy rovnic
[z = 1]+ [yl = p,

pri¢om p je redlny parameter. [13-A-II-3]

5. Dany je pravidelny sedemuholnik ABCDEFG. Kolmica vedend bodom D na
priamku DE pretina priamky CG a AB postupne v bodoch P a Q). Dokdzte, Ze |AQ| +
+ |EF| =|GP)|. (Maridn Poturnay)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Rozmyslite si, ze pravidelny sedemuholnik je osovo stmerny a kazda jeho
uhlopriecka je rovnobezna s niektorou z jeho stran. [Os ktorejkolvek strany
sedemuholnika je jeho osou stmernosti. Rovnobeznost vybranej uhlopriecky
s vhodnou stranou dokézte z osovej stimernosti.|
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D1.

D2.

Majme ostrouhly trojuholnik ABC' so Standardne oznacenymi uhlami. Pred-
pokladajme, ze plati |[AB| < |AC|. Na strane AC' zvolme bod D tak, aby
platilo [{CBD| = 3(8 — 7). Dokéizte, ze |AB| + |CD| = |AC|. [Dokazte, Ze
|AB| = |AD|. Na to staci overit rovnost |{ABD| = |{ADB|.]

V obdlzniku ABCD plati |AB| = 3|BC| a na strane CD je zvoleny bod F
tak, ze | BC| = |CE|. Dokaite, ze |{ BAC|+|{ BAE| = 45°. [Obdlznik ABC'D

D ) C

A : : B

s uhloprieckou AC' zobrazte v osovej simernosti podla AB. Bod C sa zobrazi
na C’. Dokazte, Ze trojuholnik AC’FE je rovnoramenny a pravouhly. |

D . K C
| |
A l l B
|
! 1 Cl

6. Na plane s rozmermi 12 x 12 Stvoréekov sa nachddza lod tvorend 6smimi polickami
pozdlz obvodu Stvorca 3 x 3 (na obr. 2 je vyznacend sivou farbou). Na kolko najmenej
policok treba vystrelit, aby sme s istotou zasiahli lod aspon raz? (Jozef Rajnik)

Obr. 2

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

D1.

D2.

Stutazna tlohu ,zmensime*. Vyrieste postupne tri tlohy, v ktorych plan 12 x 12
nahradime pldnom a) 4 x 4, b) 5 x 5, ¢) 6 x 6. [V tlohach a) aj b) sta¢ia dva
vystrely, v ¢) $tyri vystrely. Plan 6 x 6 rozdelte na neprekryvajice sa Stvorce
3 x 3]

Na plane s rozmermi 6 x 6 Stvoréekov sa nachédza lod tvaru $tvorca 2 x 2.
Zdovodnite, Ze treba najmenej 9 vystrelov, aby sme mali istotu, Ze sme lod
zasiahli. [Plan 6 x 6 rozdelte na 9 neprekryvajicich sa Stvorcov 2 x 2.]

Uréte, kolko je vSetkych dvojic poli¢ok daného Stvorca 4 x 4, ktorych zasahom
dosiahneme s istotou aj zasah lode zo zadania stifaznej tlohy, ktora je v tomto
Stvorci akokolvek umiestnend. [Je ich 34. Vsetky vyhovujice dvojice poli¢ok
rozdelte do troch skupin podla toho, kolko je v nich poli¢ok vnitorného Stvorca
2 x 2 (policka A, B, C, D na obrézku vlavo). Potom dokazte: V jednej skupine
si vSetky dvojice policok z kvarteta K = {A,B,C,D}. V druhej skupine
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D3.

D4.

D5.

su vsetky dvojice tvorené vzdy jednym polickom X € K a jednym z piatich
policok Y ¢ K, ktoré maji s X aspon jeden spoloény vrchol — pre policko
X = A st na obrazku vlavo vyznadené bodkou. V tretej skupine st prave také
dvojice policok, ktoré st na obrazku vpravo oznacené réznymi c¢islami jednej
parity.

11

W
[\

°|AB
C|D

313

Hladany pocet je tak rovny 6 +4-5+2-2-2 = 34/]

Dokézte, ze podmienku sttaznej ilohy je nemozné splnit tak, ze cely plan 12 x
x 12 rozdelime na 9 Stvorcov 4 x 4 a potom v kazdom z nich vystrelime na dve
policka, a to na rovnakych dvoch miestach vo vSetkych 9 Stvorcoch. [Ozna¢ime
rovnakym z pismen A, B tie zasiahnuté policka, ktoré st na rovnakom mieste
vo vSetkych deviatich stvorcoch. Policka A tak st rozmiestnené v istom Stvorci
9 x 9, ako vidime na obrazku vlavo. Pre policka B ho to podobne.

Alo °o|Alo o | A A A A
o o o B B
° o[A]o° oA A A A
o o o B B
Alo o|A|o oA A A A

Uvazujme lod v polohe, pri ktorej obklopuje policko A v strede Stvorca 9 x
x 9. Aby tato lod bola zasiahnutd, musi v niektorom z 6smich jej policok stat
B. Ak sa jedna o jedno zo Styroch modrych poli¢ok oznacenych bodkou, tak
oznacenie bodkou maji na obrazku vlavo vSetky policka B z nasho Stvorca
9 x 9, v ktorom teda moézeme najst Stvorce 3 x 3 bez zdsahu, dokonca aj bez
bodiek — jeden zo Styroch takych je na rovnakom obrazku vlavo vyznaceny.
Ak je uvazovand lod zasiahnutd v jednom zo $tyroch polic¢ok v jej rohoch,
mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze sa jedné o Tavy horny roh
(inak staci stvorec na obrazku vlavo pootocit). V uvazovanom Stvorci 9 x 9
sa potom nachadzaju prave 4 policka B — pozri obrazok vpravo, v ktorom sa
navyse vyznacené dva z 6smich Stvorcov 3 x 3 bez zasahu.]

Na plane 7 x 7 hrame hru lode. Nachddza sa na nej jedna lod 2 x 3. MéZeme
sa spytat na Iubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra kon¢i. Ak nie,
pytame sa znova. Urcte najmensi pocet otazok, ktoré potrebujeme, aby sme
s istotou lod zasiahli. [58-B-I-4]

Na plane 5 x 5 hrame hru lode. Zo styroch policok planu je vytvorena jedna
lod majuca niektory z tvarov na obrazku.

Ll HFE e =i
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MozZeme sa spytat na lubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra kondi.
a) Navrhnite osem poli¢ok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu zésahu
lode. b) Zdovodnite, ze sedem otdzok vo vSeobecnosti takd istotu nedava.
[68-B-I1I-2]
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