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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Navodné tlohy domaceho kola kategorie C

V prvej éasti textu pod zadanim kaZdej zo Siestich sttaZnych tloh
nijdete zadania navodnych a dopliiajacich tloh. Tie isté tilohy aj s rieSe-
niami (resp. odpovedami a nidznakmi rieSeni ¢i odkazmi na rieSenia v nasom
archive) najdete v druhej Casti textu.

1. Urcte vsetky dvojice (m,n) prirodzengch cisel, pre ktoré plati

m + s(n) =n+ s(m) = 70,

pricom s(a) oznacuje ciferny sucet prirodzeného ¢isla a. (Jaroslav Svrcek)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

Urcte vsetky dvojciferné ¢isla, ktoré st rovné trojnasobku svojho ciferného
suctu.
Urcte vsetky dvojciferné cisla, ktoré st rovné suctu svojej desiatkovej cifry
a druhej mocniny jednotkovej cifry.
Urcte vSetky prirodzené cisla n, pre ktoré plati

n+ s(n) = 2019,
pricom s(n) oznacuje ciferny sicet ¢isla n.
V roku 2000 Alena zistila, ze jej vek je rovny suctu cifier roku, v ktorom sa
narodila. Kolko mé rokov v roku 20207
Urcte vsetky Stvorciferné cisla, ktoré st styrikrat mensie ako ¢islo napisané
rovnakymi ciframi, avsak v opacnom poradi.
Najdite vSetky §tvorciferné ¢isla abed s cifernym saétom 12 také, ze ab — cd =
=1.

2. Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno tabulku n x n vyplnit ¢islami 2 a —1 tak,
aby sucet vsetkych cisel v kazdom riadku a v kazdom stlpci bol rovny 0. (Jén Mazak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Rozhodnite, ¢i mozno Stvorcova tabulku 3 x 3 vyplnit prirodzenymi ¢islami
od 1 do 9 tak, aby kazdé cislo bolo pouzité prave raz a sucet vSetkych cisel
v kazdom riadku a v kazdom stlpci bol delitelny a) dvoma, b) troma.
Rozhodnite, pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno Stvorcova tabulku nxn vyplnit
¢islami 1 a —1 tak, aby sucet vSetkych ¢isel v kazdom riadku a v kazdom stipci
bol rovny 0.

Rozhodnite, ¢ mozno Stvorcova tabulku 3 x 3 vyplnit prirodzenymi ¢islami
od 1 do 9 tak, aby kazdé ¢islo bolo pouzité prave raz a aby sucet vsetkych
¢isel v kazdom riadku, v kazdom stlpci aj na oboch uhloprie¢kach bol rovnaky
(dostaneme tzv. magicky Stvorec).

Tabulka 3 x 3 je vyplnend navzajom roéznymi prirodzenymi ¢islami tak, ze
v kazdom riadku aj stipci je stcet krajnych ¢isel rovny ¢islu napisanému medzi
nimi. Zistite, aké najmensie ¢islo moze byt napisané uprostred tabulky.
Kolkymi sposobmi mozno do poli¢ok tabulky 2 x 3 vpisaf ¢isla {1,2,3,4,5,6}
tak, aby kazdé bolo pouzité prave raz a aby sicet vSetkych cisel v kazdom
riadku a v kazdom stipci bol delitelny troma?



3. V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB oznacme postupne I a U stred
kruznice jemu vpisanej a dotykovy bod tejto kruznice s odvesnou BC. Urcte, aky je

pomer |AC| : |BC|, ak st uhly CAU a CBI zhodné. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech D, E, F st dotykové body kruznice vpisanej trojuholniku ABC postupne
so stranami BC, CA, AB. Pomocou ich dlZok a, b, ¢ vyjadrite dlzky tsekov,
na ktoré body D, E, F rozdeluju jednotlivé strany.

N2. Dlzky stran trojuholnika st v metroch vyjadrené celymi ¢islami. Uréte ich,
ak méa trojuholnik obvod 72m a ak je najdlhsSia strana trojuholnika rozdelena
bodom dotyku vpisanej kruznice v pomere 3 : 4.

N3. Oznacme S stred zadkladne AB daného rovnoramenného trojuholnika ABC'.
Predpokladajme, ze kruznice vpisané trojuholnikom ACS, BCS sa dotykaju
priamky AB v bodoch, ktoré delia zakladiiu AB na tri zhodné diely. Vypoci-
tajte pomer |AB| : |CS|.

N4. Néjdite vietky pravouhlé trojuholniky s celodiselnymi dizkami stran, ktorych
kruznica vpisana méa polomer 2.

D1. Dany je pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB. Kolmym priemetom
kruznice vpisanej danému trojuholniku na preponu AB je tisecka M N. Do-
kazte, ze stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC' je stcasne stredom kruz-
nice opisanej trojuholniku M NC.

4. Urcte, aké hodnoty mozZe nadobudat vyraz

a+bc b+4+ca c+ab
- - ,
a+b b+c c+a

ak su a, b, ¢ kladné redlne cisla so suctom 1. (Michal Rolinek, Pavel Calabek)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Nech a, b, ¢ st nenulové realne c¢isla, ktorych sacet je rovny 0. Urcte, aké
hodnoty mézZe nadobudat vyraz

(@a—0b)2+ (b—c)?+ (c—a)?
3(ab + bc + ca) ‘

N2. Nech a, b, ¢ st nenulové realne cisla, ktorych stcet je rovny 0. Dokazte, ze
plati

a+b+b+c+c+a_ 2abce

1 1 1 a? + b + 2

N3. Nech z, y, z st kladné realne ¢isla, ktorych sucin je rovny 1. Dokézte, ze plati

rovnost
1 1 1

+ +
l+z+2y 14+y+yz 142422




D1. Ak realne &isla a, b, ¢ spliiaji rovnicu
a® 4+ b3 + ¢ — 3abe = 0,

tak plati a + b+ ¢ = 0 alebo a = b = ¢. Dokéazte.

D2. Uréte najmensiu moznt hodnotu vyrazu (1+a1)(1+az2)(1+as), ak st a1, as,
a3 kladné redlne cisla, ktorych stcin je rovny 1.

D3. Pre nezéporné realne ¢isla a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 1. Néajdite najvicsiu
a najmensiu moznu hodnotu vyrazu

(a+b)2+ (b+c)*+ (c+a)

5. Dany je trojuholnik ABC' s taZiskom T. Na priamkach AT a BT st zvolené postupne
body E a F tak, Ze stvoruholnik TECF je rovnobeznik. Dokadzte, Ze tusecky AC a BC
delia usecku EF' na tri zhodné castu. (Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech D, F st postupne stredy stran AB, BC' trojuholnika ABC a F je stred
usecky AD. Dokézte, ze priamka C'D rozpoluje tsecku EF'.

N2. Na strane AB trojuholnika ABC' st dané body D a E tak, ze |AD| = |DE| =
= |EB|. Body A a B st postupne stredmi tseéieck CF a CG. Priamka C'D
pretina priamku F'B v bode I a priamka C'E pretina priamku AG v bode J.
Dokazte, ze priesecnik priamok Al a BJ lezi na priamke F'G.

N3. Dany je trojuholnik ABC' s taziskom T. Oznaéme M stred strany BC. Na
polpriamke opac¢nej k BA lezi bod D taky, ze |AB| = |BD|. Podobne na
polpriamke opac¢nej k C A lezi bod E taky, ze |AC| = |CE|. Usetky TD, TE
pretinaju stranu BC' postupne v bodoch P, (). Dokézte, ze body P, Q, M
rozdeluju tisecku BC' na $tyri rovnako dlhé casti.

6. Na tabuli je napisanych niekolko prirodzenyjch c¢isel od 1 do 100, pricom Ziadne z nich
nie je delitelné dvojcifernym prvoéislom a sucin Ziadnych dvoch z mich nie je druhou
mocninou prirodzenéeho cisla.

a) Uréte najuicsi mozny pocet cisel na tabuli.

b) Urcte najvicsi mozny sucet cisel na tabuli. (Jaromir Sims3a)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Aky je najviacsi mozny pocet déisel, ktoré sa dajua vybrat z mnoziny
{1,2,...,2019} tak, aby stGéin ziadnych troch z vybranych ¢isel nebol deli-
telny deviatimi? Uvedte priklad vyhovujicej podmnoziny a zdévodnite, preco

N2. Aky je najmensi mozny sucet Styroch prirodzenych ¢isel takych, Ze dvojice
vytvorené z tychto ¢isel maju najvicsie spolocné delitele 2, 3, 4, 5, 6 a 97
Uvedte priklad vyhovujicej Stvorice s takym suc¢tom a zddvodnite, preco
neexistuje vyhovujica stvorica s mensim stctom.

Na nasledujtcich stranich najdete tie isté navodné a dopliajtce tlohy
eSte raz, avSak doplnené o vysledky s naznakmi rieseni ¢i o odkazy na nas
archiv.



1. Urcte vsetky dvojice (m,n) prirodzenych cisel, pre ktoré plati

m + s(n) =n+ s(m) = 70,

pricom s(a) oznacuje ciferny sucet prirodzeného ¢isla a. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

Urcte vsetky dvojciferné ¢isla, ktoré st rovné trojnasobku svojho ciferného
stiétu. [Ozna¢me n = ab, potom n = 10a + b = 3(a + b), t.j. 7a = 2b. Kedze
¢isla 2 a 7 st nesudelitelné, je b=7a a =2 (a #0), a teda n = 27.]

Urcte vsetky dvojciferné c¢isla, ktoré st rovné siuctu svojej desiatkovej cifry
a druhej mocniny jednotkovej cifry. [Pre hladané ¢islo n = ab plati n = 10a +
+b = a+b?,t.j. 9a = b(b—1). Vzhladom na to, Ze ¢isla b a b—1 st nestidelitelné,
je bud 9| b, alebo 9| (b —1). Zadaniu tlohy vyhovuje iba n = 89.]

Urcte vsetky prirodzené cisla n, pre ktoré plati

n+ s(n) = 2019,

pri¢om s(n) oznacuje ciferny stucet ¢isla n. [69-C-S-1]

V roku 2000 Alena zistila, Ze jej vek je rovny suctu cifier roku, v ktorom sa
narodila. Kolko mé rokov v roku 20207 [Stcet cifier roku jej narodenia je rovny
nanajvys 28 (= 14+9+9-+9). Rok jej narodenia je teda $tvorciferné ¢islo tvaru
192y, pre ktoré plati 2000 — 192y = 1+ 9 + x + y. Z toho po tprave mame
90 = 11z + 2y, odkial zrejme x = 8 a y = 1. Vek Aleny v roku 2020 je teda 39
rokov.]

Urcte vSetky Stvorciferné cisla, ktoré sa styrikrat mensie ako ¢islo napisané
rovnakymi ciframi, avSak v opa¢nom poradi. [Oznac¢me abed hladané éislo.
Potom plati 4 - abed = dcba. Cifra a musi byt parna a sucasne a < 2. Teda
a =2, a teda d = 8. Jedinym riesenim je potom ¢islo 2178.]

Najdite vSetky Stvorciferné ¢isla abed s cifernym saétom 12 také, ze ab — cd =
= 1. [69-C-I-1]

2. Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno tabulku n x n vyplnit ¢islami 2 a —1 tak,
aby sucet vsetkych cisel v kazdom riadku a v kazdom stlpci bol rovny 0. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

Rozhodnite, ¢i moZno Stvorcovi tabulku 3 x 3 vyplnit prirodzenymi ¢islami
od 1 do 9 tak, aby kazdé ¢islo bolo pouzité prave raz a sucet vSetkych cisel
v kazdom riadku a v kazdom stipci bol delitelny a) dvoma, b) troma. [a) Ned4
sa — ak by sucet ¢isel uz len v kazdom riadku tabulky bol delitelny dvoma, bol
by aj stucdet vSetkych ¢isel v tabulke delitelny dvoma. Ich studet je vSak rovny
45. b) Ano — lahko mozno najst konkrétny priklad.]

Rozhodnite, pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno Stvorcova tabulku nxn vyplnit
¢islami 1 a —1 tak, aby stcet vietkych ¢isel v kazdom riadku a v kazdom stlpci
bol rovny 0. [Pre kazdé péarne ¢islo n mozno tabulku n x n pozadovanym
sposobom vyplnif podla vzoru ¢ierno-bielej Sachovnice. Pre neparne n sa to
ned4, lebo v Ziadnom riadku (stlpci) nemoze byt rovnaky pocet &isel —1 a 1.]
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N3.

D1.

D2.

Rozhodnite, ¢i mozno Stvorcova tabulku 3 x 3 vyplnit prirodzenymi ¢islami
od 1 do 9 tak, aby kazdé c¢islo bolo pouzité prave raz a aby stucet vSetkych
¢isel v kazdom riadku, v kazdom stlpci aj na oboch uhloprieckach bol rovnaky
(dostaneme tzv. magicky stvorec). [Kedze st¢et danych deviatich ¢isel je rovny
45, musi byt stcet vSetkych ¢isel v kazdom riadku a v kazdom stipci rovny
45 : 3 = 15, ¢o je neparne ¢islo. Neparnych ¢isel je v tabulke o jedno viac ako
parnych. Navyse 1+9 =248 =347 =446 = 10. Ak je teda v prostrednom
policku tabulky ¢islo 5, lahko ndjdeme konkrétny priklad mozného vyplnenia
tejto tabulky.]

Tabulka 3 x 3 je vyplnend navzéjom roéznymi prirodzenymi ¢islami tak, Ze
v kazdom riadku aj stipci je stcet krajnych ¢isel rovny &slu napisanému
medzi nimi. Zistite, aké najmensie ¢islo moze byt napisané uprostred tabulky.
[69-C-S-2]

Kolkymi sposobmi mozno do poli¢ok tabulky 2 x 3 vpisat ¢isla {1,2,3,4,5,6}
tak, aby kazdé bolo pouzité prave raz a aby sucet vSetkych cisel v kazdom
riadku a v kazdom stipci bol delitelny troma? [Matematicky klokan 2018, kat.
Junior, tloha 21 (48 moznosti).]

3. V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB oznacme postupne I a U stred
kruznice jemu vpisanej a dotykovy bod tejto kruznice s odvesnou BC. Urcte, aky je
pomer |AC| : |BC|, ak st uhly CAU a CBI zhodné. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Nech D, E, F st dotykové body kruznice vpisanej trojuholniku ABC' postupne
so stranami BC, CA, AB. Pomocou ich dlZok a, b, ¢ vyjadrite dizky tsekov,
na ktoré body D, E, F rozdeluju jednotlivé strany. [Plati |AE| = |AF| = s—a,
|BF| =|BD|=s—b,|CD|=|CE| =s—c, prifom 2s = a+ b+ c.]

Dlzky stran trojuholnika st v metroch vyjadrené celymi ¢islami. Uréte ich,
ak ma trojuholnik obvod 72m a ak je najdlhsia strana trojuholnika rozdelena
bodom dotyku vpisanej kruznice v pomere 3 : 4. [61-C-I1-2]

Oznacme S stred zakladne AB daného rovnoramenného trojuholnika ABC.
Predpokladajme, ze kruznice vpisané trojuholnikom ACS, BCS sa dotykaju
priamky AB v bodoch, ktoré delia zakladiiu AB na tri zhodné diely. Vypoci-
tajte pomer |AB|: |C'S|. [61-C-S-2]

N3jdite vietky pravouhlé trojuholniky s celo¢iselnymi dlzkami stran, ktorych
kruznica vpisana ma polomer 2. [69-C-S-3]

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB. Kolmym priemetom
kruznice vpisanej danému trojuholniku na preponu AB je tisecka M N. Do-
kazte, ze stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC je stucasne stredom kruz-
nice opisanej trojuholniku M NC'. [Oznac¢me I stred kruznice vpisanej a U,
V, W postupne jeho kolmé priemety na strany BC, C'A, AB. Trojuholniky
IMW , INW a IVC st zrejme zhodné rovnoramenné pravouhlé trojuholniky
(s odvesnami velkosti ¢ polomeru vpisanej kruznice, lebo |[M N| = 2p). Preto
[IM| = |IN| = |IC]]
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4. Urcte, aké hodnoty moze nadobiudat vijraz

a+bc b+ca c+ab
a-+b b+ c c+a

Y

ak st a, b, ¢ kladné redlne ¢isla so suctom 1. (Michal Rolinek, Pavel Calabek)

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Nech a, b, ¢ st nenulové redlne cisla, ktorych sacet je rovny 0. Urcte, aké
hodnoty méze nadobudat vyraz

(@a—b)?%+(b-c)?+(c—a)?
3(ab + bc + ca) '

[Vyuzite identitu a® +b? + 2 = (a +b+c)? — 2(ab+ bc + ca). Hodnota daného
vyrazu je rovnd —2.]
Nech a, b, ¢ st nenulové realne c¢isla, ktorych sicet je rovny 0. Dokazte, ze
plati

1 1 r a® +b% +c?

a+b+b+c+c—|—a_ 2abce

[Menovatele zlomkov na Tavej strane nahradte ¢islami —c¢, —a, —b a po séitani
takto upravenych zlomkov uplatnite rovnaka identitu ako pri rieSeni N1.]
Nech x, y, z st kladné realne ¢isla, ktorych sucin je rovny 1. Dokézte, ze plati
rovnost

1 1 1

+ +
l4+z+2xy 14+y+yz 142422

[Prvy zlomok rozsirte z, druhy zz a trikrat vyuzite podmienku zyz = 1.]
Ak realne éisla a, b, ¢ spliiaji rovnicu

a® 4+ b3 + ¢ — 3abe = 0,

tak plati a + b+ ¢ = 0 alebo a = b = ¢. Dokéazte. [18-B—1-1]

Uréte najmensiu moznt hodnotu vyrazu (1 + a1)(1 + az2)(1 + a3), ak st aq,
as, a3 kladné realne ¢isla, ktorych sucin je rovny 1. [Dokazte a potom medzi
sebou vynasobte nerovnosti 1+ a; = 2,/a; pre i = 1,2,3]

Pre nezaporné realne ¢isla a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 1. Najdite najvacsiu
a najmensiu mozni hodnotu vyrazu

(a+b)?+ (b+c)*+ (c+a)

[69-C-II-4]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/6510497/c69-ii.pdf

5. Dany je trojuholnik ABC' s taZiskom T'. Na priamkach AT a BT su zvolené postupne
body E a F tak, Ze stvoruholnik TECF je rovnobeznik. Dokdzte, Ze usecky AC a BC
delia usecku EF na tri zhodné casti. (Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech D, E st postupne stredy stran AB, BC trojuholnika ABC a F je stred
usecky AD. Dokéazte, ze priamka C'D rozpoluje tsecku EF'. [68-C-S-3|

N2. Na strane AB trojuholnika ABC st dané body D a FE tak, ze |AD| = |DE| =
= |EB|. Body A a B st postupne stredmi tse¢iek CF a CG. Priamka C'D
pretina priamku F'B v bode I a priamka C'E pretina priamku AG v bode J.
Dokéazte, ze prieseénik priamok Al a BJ lezi na priamke F'G. [68-C-1-2]

N3. Dany je trojuholnik ABC' s taziskom T. Oznaéme M stred strany BC. Na
polpriamke opac¢nej k BA lezi bod D taky, ze |AB| = |BD|. Podobne na
polpriamke opac¢nej k C'A lezi bod E taky, ze |AC| = |CE|. Usecky TD,
TFE pretinaja stranu BC' postupne v bodoch P, (). Dokazte, ze body P, Q, M
rozdeluju tsecku BC' na $tyri rovnako dlhé ¢asti. [8. CPS MO juniorov (2019).
Pre dokaz, ze P je stred BM, uvazujte strednt priecku BS v trojuholniku
ADT. Use¢ka TP je strednou prieckou v trojuholniku BM S.]

6. Na tabuli je napisanych niekolko prirodzenyjch c¢isel od 1 do 100, pricom Ziadne z nich
nie je delitelné dvojcifernym prvocislom a siucin Ziadnych dvoch z nich nie je druhou
mocninou prirodzeneho cisla.

a) Urcte najvicsi mozny pocet cisel na tabuli.

b) Uréte najvicsi mozny sucet cisel na tabuli. (Jaromir Sims3a)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Aky je najviacsi mozny pocet d¢isel, ktoré sa daja vybraf z mnoziny
{1,2,...,2019} tak, aby stcin ziadnych troch z vybranych ¢isel nebol deli-
telny deviatimi? Uvedte priklad vyhovujicej podmnoziny a zdévodnite, preco

N2. Aky je najmensi mozny siacet Styroch prirodzenych cisel takych, ze dvojice
vytvorené z tychto ¢isel maju najvicsie spolocné delitele 2, 3, 4, 5, 6 a 97
Uvedte priklad vyhovujicej Stvorice s takym su¢tom a zddvodnite, preco
neexistuje vyhovujtca Stvorica s mensim stctom. [68-C-II-2]
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