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70. roénik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia tiloh doméceho kola kategorie A

1. Na tabuli su napisané (nie nutne rozne) prvocisla, ktorych sucin je 105-krdt vicési
ako ich sucet. Urcte vsetky napisané prvocisla, ak ich je

a) pit;

b) sedem. (Tomés Jurik, Jaromir Simsa)

RieSenie. a) Pre prvoéisla p1, pa, ps, pa, ps napisané na tabuli podla zadania plati

p1P2pspaps = 105(p1 + p2 + ps + pa + ps). (1)

Kedze ¢islo na pravej strane (1) je nadsobkom ¢isla 105 = 3 - 5 - 7, niektoré tri z piatich
prvocisel na lavej strane (1) sa rovnajua 3, 5 a 7. Bez ujmy na vSeobecnosti tak mézeme
predpokladat, ze plati p3 = 3, py = 5 a p; = 7. Rovnost (1) sa potom po dosadeni
a vydeleni oboch stran ¢islom 105 zjednodusi na

p1p2 = p1 + p2 + 15.

Takt rovnicu s nezndmymi celymi ¢islami p;, ps Standardnou tpravou prevedieme na
suéinovy tvar
(p1—1)(p2 — 1) = 16. (2)

V nasej ulohe s p1, p2 prvocisla, takze oba cCinitele p; — 1 a po — 1 st prirodzené ¢isla.
Ur¢ite mozeme oznacenie volit tak, aby platilo p; = po, a teda aj p; — 1 = py — 1.

Cislo 16 z pravej strany (2) mozno rozlozif na sucin dvoch prirodzenych ¢&isel a =
= p; — 1, b = py — 1 spliiajtcich podmienku a = b prave tymito spésobmi: 16 - 1, 8 - 2
a 4 - 4. Tymto rozkladom postupne zodpovedaja dvojice (p1,p2) rovné (17,2), (9,3),
(5,5). Iba prostredné z nich nie je dvojicou prvocisel. Doplnenim oboch krajnych dvojic
o trojicu (3,5,7) z ivodne]j Casti rieSenia dostaneme jediné dve rieSenia Casti a) tlohy,
ktoré teraz zapiSeme kvoli prehladnosti ako piitice prvocisel v neklesajicom poradi:
2,3,5,7,17a 3,5,5,5,7.

b) V tomto pripade ma pre prvoéisla p1, p2, ps, P4, Ps, Pe, P7 napisané na tabuli
platif rovnost

P1P2p3Papspepr = 105(p1 + p2 + ps + pa + ps + ps + p7).

Podobne ako v ¢asti a) ustdime, ze bez ujmy na vSeobecnosti st ps, pg a p7 prvocisla
3,5 a 7 a ze nam tak ostava riesif rovnicu

p1p2psps = p1 + p2 + p3 +pa + 15. (3)
Urcite mozeme predpokladat, Ze p; je najvicsie (pripadne jedno z najvicsich)

medzi ¢islami pq, pa, p3, ps. KedZe sa jedné o prvodisla, je kazdé z nich aspon 2. Tym
padom mozeme odhadnit Tava aj prava stranu rovnice (3) nasledovne:

P1-2-2-2 = pipapsps = p1 +p2 +ps +pa+ 15 = 4py + 15.
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Pre upravené krajné vyrazy tak méame nerovnost 8p; < 4p; + 15, odkial p; < 3,75, teda
pre prvodislo p; plati p; € {2,3}. KedZe sme za p; vybrali najvicsie z prvocisel py, po,
P3, P4, je kazdé z nich rovné 2 alebo 3.

Predchédzajucim odsekom sme cely postup rieSenia rovnice (3) v obore prvodéisel
zredukovali len na overenie, ktoré zo Stvoric tvorenych vylucne c¢islami 2 a 3 dotyc¢nej
rovnici vyhovuji. Jedné sa o prave pif réznych (neusporiadanych) stvoric (2,2,2,2),
(2,2,2,3), (2,2,3,3), (2,3,3,3), (3,3,3,3). Dosadenim sa lahko presved¢ime, ze vyho-
vuje jedine Stvorica (2,2,2,3). Doplnenim o uvodnu trojicu (3,5, 7) dostaneme (jediné)
rieSenie ¢asti b) ulohy, ktorym je sedmica prvocisel 2,2,2,3,3,5,7.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

D4.

Vyrieste sitazna tlohu pre pripad troch prvocisel. [RieSenie neexistuje. Su¢in vyhovu-
jucich troch prvodisel je nasobok ¢isla 105 = 3 -5 - 7, takze tieto prvodcisla musia byt 3,
5a 7. Pritom v8ak 3-5-7#105-(3+5+7).]
Vyrieste sutazna tlohu pre pripad $tyroch prvoéisel. [RieSenie neexistuje. Podobne ako
v N1 tri z prvocisel musia byt 3, 5, 7 a pre $tvrté prvocislo p mé platit rovnica 3 -5 -
-7-p=105-(3+ 5+ 4+ p), ktorti zjavne ziadne prvoéislo p nespliia.]
Néajdite vsetky trojice prvocisel také, ze ich stéin je sedemnasobkom ich stétu. [Uloha
ma jediné rieSenie, trojicu 3, 5, 7. Podobne ako v N1 dokazte, ze jedno z prvocisel je 7.
Pre zvysné dve, ozna¢me ich p a q, ma platit 7pq = 7(p+ g+ 7), ¢o upravime postupne
napqg=p+q-+7, dalej na p(¢ —1) = (¢ — 1) + 8 a napokon na (p — 1)(¢q — 1) = 8.
Pri oznaceni takom, %e p 2 ¢, ¢ize p—1 2 q — 1, mame moznosti (p—1,q—1) = (8,1)
alebo (p —1,qg — 1) = (4, 2). Iba druha vedie na dvojicu prvoéisel.]
Najdite vsetky celé ¢isla = a y, pre ktoré 3zy = 5x + Ty + 1. [Styri riesenia (z,y):
(—4,1), (2,-11), (3,8), (15,2). Po vynéasobeni tromi dostaneme rovnicu 9zy = 15z +
+ 21y + 3. Teraz uz ju moézeme upravit na suéinovy tvar (3z — a)(3y — b) = 3a + 3b
s vhodnymi celymi ¢&islami a a b, konkrétne (3z — 7)(3y — 5) = 38. Ostava rozobrat
vSetky moznosti rozkladu éisla 38 na sucin dvoch celych éisel.]
Najdite vsetky prirodzené &isla x, y a z, pre ktoré plati zyz = = + y + z + 2. [AZ
na poradie tri rieSenia: (1,2,5), (1,3,3), (2,2,2). Ak je nejaké z &isel z, y, z rovné 1,
napriklad z, dostaneme rovnicu yz = y+2z+3 s rieSeniami (2, 5) a (3, 3) (podla postupu
z N4). Ak je naopak min(z,y, 2) = 2 a napriklad z = max(z,y, z), plati x +y + 2z +
+2 < 32+ 2 astcasne xyz = 4z. Z toho vyplyva 4z < 3z + 2, ¢ize z < 2, takZe je teda
nutne * = y = z = 2, a to je naozaj rieSenie.|
Vyrieste sutazna tlohu pre pripad Siestich prvodisel. [RieSenie neexistuje. Podobne ako
v N1 ustdime, ze zo siestich prvocisel tri sa 3, 5 a 7, ostatné, ktoré oznacime z, y a z,
splhajt rovnicu zyz = x+y+2+15. Ak je niektoré z prvoéisel x, y, z rovné 2, postupom
z rieSenia N4 zistime, Ze rovnica nemé prvociselné riesenie. V opa¢nom pripade, ked
min(z,y, 2) 2 3 a napriklad 2 = max(z,y,2), mdme 92 S xyz =x+y+2+15 < 32+
+ 15, ¢ize 2z £ 2,5, a to je spor.]
Vyrieste sttazni tlohu pre pripad n = 8 prvodéisel. [Riesenie neexistuje pre Ziadne
n 2 8. Podobne ako v N1 st tri prvoéisla 3, 5 a 7, zvy$né oznaéme p1, ..., pg, pricom
k=n-—3,teda k =2 5. Plati p1---px = p1 + -+ + pr + 15. Ak je napriklad p; =
= max(p1,...,pk), tak 287 1p1 S pro-pp = p1+ ...+ pp+ 15 S k- p1 + 15, teda
p1(28~1 — k) < 15. Indukciou sa vsak lahko ukaze, Ze pre kazdé k > 5 plati 28—1 — k >
> 11, odkial p1(2F~1 — k) > 2- 11 = 22, o odporuje skér odvodenej nerovnosti.]
Najdite vSetky prvoéisla x, y, z spliajice rovnicu 22 + y2 + 22 = x + y + z + 18. [Je-
diné riesenie x = y = z = 3. Nech najskér niektoré z prvocisel z, y a z je rovné 2,
napr. z. Potom plati 2 4+ y2 = x 4+ y + 16. Lahko overime, #e neméze byt ani z = 2,
a teda ani y = 2, a preto min(z,y) = 3. Vtedy 3z + 3y < 22 + y? = = + y + 16, takze
x4y < 8, teda staci otestovat dvojice (z,y) rovné (3,3) a (5,3), ktoré vSak nevedu
k rieseniu. Prejdeme k druhému pripadu, ked min(z,y,2) 2 3. Vtedy 3z + 3y + 3z <
S 42+ 22=x4+y+2z+18, takiec+y+2<9,tedanutne r =y = z = 3, &o je
naozaj rieSenie tlohy.]
Néjdite vsetky prvoéisla z, y, z spliiajice rovnicu zyz = zy 4+ yz + 2o +x +y + 2 + 35.
[Jediné rieSenie x = y = z = 5. Ak je nejaké z prvocisel rovné 2 alebo 3, tak dosadenim
dostaneme rovnice podobné ako v N4, o ktorych sa rovnakym postupom presvedc¢ime,
%e nemaju Ziadne prvociselné riesenie. Predpokladajme preto dalej, ze x =y = 2 = 5.
Potom

Sy Saxyz=xy+yz+zr+xz+y+2z+35 < 3zy + 3z + 35,
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odkial z(2y — 3) < 35. Zaroven viak z x =2 5a 2y —3 2 2-5— 3 = 7 vyplyva opaéné
nerovnost z(2y —3) 2 35, takZe nutne x = y = 5, a preto tiez z = 5, teda jediné mozné
rieSenie je x =y = z = 5.]

2. V ostrouhlom trojuholniku ABC' leZia na strane BC body D a FE tak, Ze D je medzi
B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je taky bod, e FD || AB a FE | AC.
Dokazte, ze |FB| = |FC|. (Patrik Bak)

RieSenie. Zadana rovnost |AD| = |C'D| znamen4, %e bod D je priese¢nik strany BC
s osou o4c¢ strany AC. Podobne vdaka rovnosti |AE| = |BE| je bod E priese¢nik
strany BC' s osou o4p strany AB. Prieseénik O tychto dvoch osi, ktory oznacime O
(obr. 1), je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Dodajme, ze podla zadania
plati D # E, a tak je bod O rozny od bodov D a E. Preto mozeme dalej vraviet o osiach
oAc, oap ako o priamkach DO, resp. FO.

Obr. 1

Zamerajme sa teraz na bod F. Tento je uréeny podmienkami rovnobeznosti F'D ||
| AB a FE || AC (F tak zrejme lezi vnutri AABC, a teda existuje ADEF'). Vzhladom
na AB 1 FO a AC' L. DO dostavame kolmosti vyznacené na obrazku: FFD 1 EO
a FE 1 DO. Vyplyva z nich, ze bod O je priesecnikom dvoch vySok trojuholnika
DEF. Jeho tretia vyska z vrcholu F' teda lezi na tej istej kolmici na priamku BC ako
stred O opisanej kruznice. Inak povedané, bod F' lezi na osi strany BC, a preto plati
rovnost |F'B| = |FC|, ktort sme mali dokazaf.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uvedomte si, ako sa dokazuje skolsky poznatok, Ze osi stran Tubovolného trojuholnika
ABC sa pretinaju v jednom bode. [Oznacme O priese¢nik osi stran AB a AC. Podla
vlastnosti osi tseciek nutne plati |OA| = |OB| a |OA| = |OC|, takze |OB| = |OC|, ¢o
naopak znamena, ze bod O lezi na osi strany BC]

N2. Dokéazete pouzitim poznatku o osiach stran z tlohy N1 odvodit iny $kolsky poznatok, Ze
aj vysky lubovoIného trojuholnika ABC sa (ako priamky) pretinaji v jednom bode?
[Trojuholnik ABC dopliite trikrdt na rovnobeznik ABA'C, BCB’A, resp. CAC'B.
Potom body A, B, C st stredy stran trojuholnika A’ B’C’. Osi jeho stran sa pretinaja
v jednom bode (podla tlohy N1) a lezia na nich vysky pévodného trojuholnika ABC']

N3. Uvedomte si nasledujicu ekvivalentni formuliciu tvrdenia o existencii priese¢nika
vysSok lubovolného trojuholnika ABC': Ak pre nejaky bod H roviny trojuholnika ABC
plati HB 1 AC a HC 1 AB, tak bud H = A, alebo HA |1 BC. [Bod H je
priese¢nikom dvoch vysok trojuholnika ABC a kazda z relacii H = A, HA 1 BC
znamena, ze bod H lezi aj na tretej vyske z vrcholu A.]

D1. Dokézte implikaciu z Glohy N3 metédou obvodovych uhlov, aspon pre pripad ostrouh-
lého trojuholnika ABC. [Nech teda HB 1 AC, HC L AB. Ozna¢me A’ priese¢nik AH
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a BC, B’ prieseénik BH a AC, a C' priese¢nik CH a AB. Stvoruholniky AC’'HB’
a BC'B'C st tetivové vdaka pravym uhlom £AB'H, LHC'A, ABC'C, £BB'C.
Preto |[{BAA'| = |{C'AH| = |£C'B’'H| = |£C'B’'B| = |£C’CB]|. Trojuholniky
BAA’, BCC' sa preto zhoduji v dvoch vniatornych uhloch, takZe sa zhoduju aj
v trefom z nich: |£ AA’B| = | BC'C| = 90°. Odtial uz HA | BC.]

D2. V trojuholniku ABC plati |AB| # |AC|. Nech S je taky bod osi uhla BAC, pre ktory
plati |[SB| = |SC|. Dokéazte, ze bod S lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC.
[Pracovat priamo so zadanym bodom S je fazké, a tak zvdzime pomocny bod S’,
ktorym je priese¢nik S’ # A osi uhla BAC' s kruznicou opisanou. Ako je dobre zname,
plati |S'B| = |S’C| (vyplyva to zo zhodnosti obvodovych uhlov S’AB a S’ AC). Vdaka
podmienke |AB| # |AC| je spoloény bod S osi uhla BAC a osi strany BC jediny, a tak
plati S/ = 5]

D3. V trojuholniku ABC so stredom I kruznice vpisanej plati |AB| < |AC|. Nech D je bod
strany AC taky, ze |AB| = |AD|. Dokéazte, ze body B, C, D, I lezia na jednej kruznici.
[Polpriamka AI je os uhla BAC, a teda aj os uhla BAD, ktord je vdaka podmienke
|AB| = |AD| zaroven aj osou tusecky BD. Bod I je teda pre trojuholnik BC'D takym
bodom osi uhla BCD, pre ktory plati |[IB| = |ID|. Kedze navyse |CB| # |CD| (lebo
|CD| =|AC|—|AD| = |AC|—|AB| < |CB| podla trojuholnikovej nerovnosti), je mozné
pouzit vysledok tlohy D2, podla ktorého lezi bod I na kruZnici opisanej trojuholniku
BCD. Iné rieSenie: Staci ukdzat, ze oba uhly BIC a BDC maju velkost 90° + %a, kde

ako zvycajne a = |{ BAC|.]

3. Ak s a, b, c navzdajom rozne kladn€ redlne c¢isla, aky je najmensi mozny pocet roznych
c¢isel medzi ¢islami a +b, b+ ¢, c+ a, ab, be, ca, abc? (Patrik Bak)

RieSenie. KedZe a, b, ¢ st navzdjom rozne kladné ¢isla, su také aj ¢isla ab, be, ca, lebo
napriklad z ab = bc vyplyva a = ¢ (vdaka b # 0). Vidime tak, ze v skiimanej sedmici
¢isel a + b, b+ ¢, ¢ + a, ab, be, ca, abc st aspon 3 rézne hodnoty. Dokazeme najskor
sporom, Ze prave 3 hodnoty to nikdy byt nemo6zu. Potom uvedieme priklad skimane;j
sedmice, ktora je zlozena iba zo 4 réznych hodnét.

Najskor teda pripustme, Ze v niektorej sedmici st prave 3 rozne hodnoty. Vieme,
ze su to hodnoty troch stéinov ab, be, ca, a tak siucéin abe sa musi rovnat jednému z nich.
Znamena to, ze jedno z cCisel a, b, ¢ je rovné 1, lebo napriklad z abc = ab vyplyva ¢ = 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti sa dalej obmedzime na pripad ¢ = 1. Doty¢nt sedmicu
s tromi réznymi hodnotami potom mézeme zredukovat na Sesticu s rovnakou vlastnos-
tou, ktora je zlozena z ¢isel

a+b, a+1, b+1, ab, a, b

(dosadili sme ¢ = 1 a vynechali ¢islo abc rovné ab). Kedze uz st vylucené rovnosti a = 1
a b =1, tri r6zne hodnoty su zastipené ako v prvej trojici a + b, a + 1, b + 1, tak aj
v druhej trojici ab, a, b. Obe ¢&isla a, b z druhej trojice preto musia lezat v mnozine
{a+b,a+1,b+1}. To mozno dosiahnut jedine tak, Ze plati a = b+1 a sucasne b = a+1,
a to je nemozné. Dokaz sporom je ukonceny.

Ako sme sIubili, v druhej ¢asti rieSenia uvedieme priklad skiimanej sedmice, ktora je
zloZend zo 4 roznych hodnot. Podla predchadzajicich pozorovani sa vyplati preskimat
situaciu, ked plati povedzme ¢ = 1 a zaroven b = a + 1. Vtedy mame

(a+bb+c,c+a)=(2a+1,a+2,a+1) a (ab,be,ca,abc) = (a2+a,a+1,a,a2+a).
Staci teda najst také kladné ¢islo a # 1, aby v piitici éisel
a, a+1, a+2, 2a+1, a®+a
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boli iba $tyri rozne hodnoty. Vzhladom na zrejmé nerovnosti, ktoré pre uvazované a
medzi tymito piatimi c¢islami platia, sa na splnenie poziadavky ponikaju prave dve
moznosti. S vyjadrené rovnicami

a?+a=2a+1, resp. a®>+a=a+2.
Obe naozaj vedu k vyhovujicim trojiciam, ktoré su tvaru

(a,b,c)z(ﬁ;—l,\/g;—g,l), resp. (a,b,c):(\/i,\/ﬁ—l—l,l).

Zaver. Najmensi mozny pocet roznych c¢isel v skiimanej sedmici je rovny 4.

Pozndmka. Ak nebudeme rozliSovat trojice (a, b, c), ktoré sa lisia iba poradim svojich
prvkov, existuju dalSie dve pripustné trojice, pre ktoré sa v skiimanej sedmici najdu
iba 4 rézne hodnoty. Prva z nich je trojica

(a,b,¢) = (“’air (a—a1)2)’

pricom a > 0 je jediny realny koreni kubickej rovnice a® — 4a? + 4a — 2 = 0. Druhou
vyhovujicou trojicou je

a ala —1)
b =
(a,b,¢) (a’a2—a—1’a2—a—l>’

.....

Iné riesenie. Este jednym spésobom dokazeme, Ze v skimanej sedmici ¢isel a+b, b+ c,
¢+ a, ab, be, ca, abc musia byt aspon 4 rézne hodnoty. Vyuzijeme pritom vSeobecne
uzitoény obrat: vzhladom na symetrické zastupenie ¢isel a, b, ¢ ich mozeme vopred
usporiadat podla velkosti.

Budeme teda predpokladat, ze pre (kladné) ¢isla a, b, ¢ plati a < b < ¢ (podla
zadania st rozne). Potom zrejme tiez plati

a+b<a+c<b+c a ab<ac<bc. (1)
Vidime, Zze medzi spolu Siestimi ¢islami zapisanymi v (1) sa ndjdu aspon 4 rozne

hodnoty, ak nenastane pripad, ked usporiadané trojice (a + b,a + ¢,b+ ¢) a (ab, ac, bc)
splynt, t.j. bude splnena ststava rovnic

a-+b=ab,
a—+c=ac,
b+ c = bc.

Ukéazeme, zZe to nie je mozné. Odc¢itanim druhej rovnice od prvej dostaneme po jedno-
duchej tprave (b — ¢)(1 — a) = 0. To vzhladom na b # ¢ znamena a = 1. Po dosadeni
do prvej rovnice ale dostaneme rovnicu 1+ b = b, ktorad nemaé riesenie.

! Prva trojica je priblizne (2,8393;1,5437;0,8393), druha (2,3322;1,1069; 1,4746).

5



Tym je na tvod slubeny dokaz ukoncéeny. Za povSimnutie stoji, Ze sme v fiom vobec
nepotrebovali posledné ¢islo abc zo sedmice a + b, b + ¢, ¢ + a, ab, be, ca, abc. Ukazali
sme totiz, ze aspon 4 rézne hodnoty sa vzdy najdu uz medzi jej prvymi Siestimi ¢islami.

Dodajme, Ze prave opisany postup mozno vyuzit aj pri hfadani (vSetkych) sedmic
zlozenych zo 4 réznych hodnét. Vyplyva z neho totiz, ze taka sedmicu dostaneme prave
vtedy, ked trojprvkové mnoziny {a + b,a + ¢,b + ¢} a {ab,ac,bc} sa budu zhodovat
v dvoch hodnotach a ked potom hodnota abc bude rovna jednej zo Styroch hodnot
z oboch mnozin.2 Teda napriklad dve usporiadané trojice (a,b,c) nijdené v zéavere
prvého rieSenia sui postupne rieSeniami ststav rovnic

a—+b=ab, b+ c=ab,
a+ c=be, resp. a+ ¢ = be,

abc = ab, abc = ab.

Podobne usporiadané trojice (a,b,c) uvedené v poznamke za prvym rieSenim st po-
stupne rieseniami ststav rovnic

a—+b=ab, a+b=ac,
b+ c=ac, resp. b+ c = ab,
abc =a+ c, abc =a + c.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Vo vSetkych tlohach budu a, b, ¢ navzidjom rézne kladné redlne cisla.

Urcte najmensi mozny pocet rdéznych cisel medzi ¢islami a +b, b+c, c+a, a+ b+ c.
[Jedna sa vzdy o $tyri rozne éisla. Uréite mozno predpokladat, ze 0 < a < b < c.
Potomalea+b<a+c<b+c<a+b+c]

Uréte najmensi mozny pocet réznych ¢isel medzi éislami ab, be, ca, abe. [Tri. Urcite
mozno predpokladat, ze 0 < a < b < c. Potom ale ab < ac < bc, takze aspon tri rozne
hodnoty existuju vzdy. Prave tri rézne hodnoty to buda prave vtedy, ked ¢islo abc
bude rovné jednému z éisel ab, ac, be, t.j. prave ked bude 1 € {a, b, c}.]

Urcte najmensi pocet roznych ¢isel medzi ¢islami a + 1, b+ 1, a, b, ab. Je tento pocet
mozny v pripade, ked navySe st éisla a a b rozne od 17 [Tri a mozny pocet to je aj
v pripade a # 1 # b . Vzhladom na symetriu zadania v premennych a a b mozeme
predpokladat, ze a < b. Kedze b < b+ 1, st a, b, b + 1 tri rozne hodnoty. Aby boli
prave tri v celej patici, musi platit a + 1 = b a v pripade a # 1 # b eSte musi byt
ab = b+ 1. Obom rovnostiam vyhovuju ¢sla a = v/2 a b = v/2 + 1, ktoré st rozne od
1 a pre ktoré s v pétici naozaj tri rézne hodnoty.]

Uréte najmensi mozny podéet roznych ¢éisel medzi ¢islami ab, ac, a+b, a+c. [Tri. Kedze
ab # ac a aj a+b # a+ c, madme aspon 2 rozne hodnoty. Pripustme, Ze méame prave 2
rozne hodnoty v celej Stvorici. Potom mame dve moznosti: bud ab = a+b a ac = a+c,
alebo ab =a+c a ac = a+b. V prvom pripade po od¢itani oboch rovnosti dostaneme
(a—1)(b—¢c) = 0, odkial a = 1, a to je spor s ab = a + b. V druhom pripade po
podobnom od¢itanim dostaneme (a+1)(b—c) = 0, a to je tiez spor. Preto vzdy mame
asponi 3 rozne hodnoty, a tento pocet neprekroc¢ime, ak bude platit ab = a + b, ¢o
spliia napriklad trojica (a, b, c) = (3, %, 1). Dodajme, Ze postup sme mohli zjednodusit
vyuzitim symetrie zadania v premennych b a ¢, vdaka ktorej mozeme predpokladat,
ze b < c. Vtedy plati ab < ac a a + b < a + ¢, takze stadi rozobrat iba prvy z dvoch
vyssie rozliSenych pripadov.]

Urcte najmensi mozny pocet réznych ¢isel medzi ¢islami a + 2b, b+ 2¢, ¢ + 2a. [Dve.
Uloha sa nezmeni, ked trojicu (a, b, ¢) zamenime lubovolnou z trojic (b, c, a) a (c, a, b).
Preto mozeme predpokladat, ze plati a = max{a, b, c}. Potom 2a > b+ ¢, ¢ize c+2a >
> b+ 2c. Tym padom v naSej trojici mame aspon dve rézne hodnoty. Pre najdenie

2 Vsimnite si, %e tieto podmienky st v premennych a, b, ¢ symetrické.
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trojice s prave dvoma réznymi hodnotami polozme napriklad ¢+ 2a = a + 2b. To dava
a = 2b — c¢. Teda napriklad pre ¢ = 1, b = 2 vyjde a = 3. Vtedy (a + 2b,b + 2¢,c +
+2a) = (7,4,7)]

D2. Urcte najmensi mozny pocet réznych cisel medzi ¢islami a + b, b+ ¢, ¢ + a, ab + 1,
bc+ 1, ca + 1, abc. [Styri. Vdaka symetrii moézeme predpokladat, ze a > b > c. Potom
a+b>a+c>b+caab+1>ac+1>bc+1, takze v zadanej sedmici st vzdy aspon
tri rozne hodnoty. Keby boli prave tri, tak by nutne platilo a+b = ab+1, a+c = ac+1
ab+c = bc+1. To upravime na (a—1)(b—1) =0, (a—1)(c—1) =0a (b—1)(c—1) = 0.
Nutne sa teda dve z cCisel a, b, ¢ rovnaju 1, a to je spor. V nasSej sedmici teda mame
vzdy aspon 4 rézne hodnoty, a tento pocet neprekrocime, ked napriklad zvolime a = 1
a budeme pozadovat, aby platilo bc = b+ ¢, ¢o napriklad spiia dvojica (b,c) = (37 %) ]

D3. Urcte najmensi mozny pocet réznych Cisel medzi ¢islami

/a2—i—l)2—|—(:27 a—i—b—i—c’ Yabe, i
3 3 -+

+

o=
Q=

[Styri. Jednotlivé ¢isla st rézne druhy priemerov zostavené pre tu ista trojicu Cisel a, b,
c. Oznacéme zlava doprava ich hodnoty K, A, G, H podla ich ndzvov kvadraticky, resp.
aritmeticky, resp. geometricky, resp. harmonicky priemer. Ako je zndme, medzi tymito
priemermi pre lubovolnt trojicu kladnych &isel a, b, ¢ platia nerovnosti K =2 A 2> G =
> H, pricom vsetky nerovnosti st ostré s vynimkou pripadu, ked plati a = b = c.
(Dékazy tychto nerovnosti mozno najst v brozare A. Kufner: Nerovnosti a odhady,
dostupnej na www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403877.)]

4. Najvicsieho delitela d prirodzeného ¢isla n > 1 s vlastnostou d < n nazveme jeho
superdelitelom.
a) Dokazte, Ze kaZdé prirodzené cislo d > 1 je superdelitelom iba konecného poctu
cisel.
b) Oznacme s(d) sucet vsetkych cisel, ktorych superdelitelom je dané cislo d > 1.
Rozhodnite, ¢i existuje nepdrne ¢islo d > 1 také, Ze s(d) je ndsobkom cisla 2 020.
(Michal Rolinek)

RieSenie. Najskor sa s novym pojmom superdelitel blizsie zoznamime. O ¢&islach a ich
deliteloch budeme v celom rieSeni predpokladat, Ze to st celé kladné, t.j. prirodzené
¢isla.

Majme dané ¢islo n > 1. Cislo a je jeho delitel prave vtedy, ked plati n = ab pre
vhodné ¢islo b, ktoré potom je teda tiez delitelom ¢isla n (moze platit aj a = b). Uré¢ite
pre také ¢isla a, b (zdruzené podmienkou n = ab) plati: ¢im viicésie je a, tym mensie
je b. Kedze Specialne pre a = n je b = 1, najvic¢Siemu delitelovi a s vlastnostou a < n,
t.j. superdelitelovi d ¢isla n, bude zodpovedat najmensi delitel b s vlastnostou b > 1
— a tym je uréite najmensi prvocinitel® p daného &sla n. S jeho superdelitelom d je
teda toto prvocislo p zviazané rovnostou pd = n. Na urcenie superdelitela daného ¢isla
tak staci najst jeho najmensi prvocinitel a tym potom dané ¢islo vydelit. Napriklad
superdelitelom kazdého parneho éisla 2k je ¢islo 2k : 2 = k.

Teraz uz sme pripraveni posudit otdzku, ako vyzeraju vSetky ¢isla n, ktorych super-
delitelom je dané ¢islo d > 1. Podla predchédzajaceho vykladu to buda prave tie n, ktoré
st tvaru n = pd, pri¢om prvocislo p je volené tak, aby bolo najmensim prvocinitelom
vzniknutého &isla n, teda éisla pd. Co podmienka ,p je najmensim prvoéinitelom &isla
pd* znamend? Zrejme prave to, ze prvocislo p neprevysuje ziadneho z prvocinitelov
daného ¢isla d. Vdaka predpokladu d > 1 nie je mnoZina prvocinitelov ¢isla d prazdna,

3 Pripomenme, Ze termin prvocinitel znamend prvociselny delitel.
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a tak odvodent podmienku spliia iba niekolko prvych najmensich prvoéisel p (vietky
aZ po najvicsi prvocinitel daného d vratane).* Tym je ¢ast a) tlohy vyriesena.

PodTa predchédzajiceho odseku pre stcet s(d) vSetkych ¢isel s danym superdelite-
Tom d plati vzorec

s(d)=2d+3d+--+pd=(p1 +p2+ - +m)d,

pricom 2=p; <p2=3<p3=5<...<p; je skupina prvych [ prvocisel konciaca najmen-
§im prvocinitelom p; daného &isla d > 1. Ulohou ¢&asti b) tilohy je preto rozhodnit, ¢i
existuje nejaké neparne cislo d > 1, pre ktoré plati relacia

2020 | (p1 +p2+ -+ pi)d. (1)

Existenciu takého ¢isla d potvrdime prikladom, ktory nédjdeme, ked budeme postupne
odvodzovat, aké vlastnosti musi kazdé vyhovujtce ¢islo d veobecne mat.?

KedZe neparne ¢islo d je nesudelitelné s ¢islom 4, ktoré je delitefom ¢isla 2020,
vyplyva z (1) relacia

4|p1+p2+---+p.

Z toho vyplyval = 4 (¢isla 2,2+ 3 =5 a 2+ 3+ 5 = 10 totiz nie st ¢islom 4 delitelné).
Pre najmensi prvocinitel p; ¢isla d tak plati p; = ps = 7, a preto 5 t d. Neparne ¢éislo d
je teda nesudelitelné s delitefom 20 ¢isla 2020. Preto z (1) vyplyva relacia

20 | pr +p2+ -+ (2)

Nebudeme tu vypisovat postupné dosadzovanie hodnét [ = 3,4, ..., ktoré vedie k zis-
teniu, Ze najmensie ¢&islo | spliiajice relaciu (2) je [ = 9:

p1+p2+--+pg=2+3+5+7+11+13+ 17+ 19 + 23 = 100. (3)

Pokisme sa uz teraz najst vyhovujuice ¢islo d medzi ¢islami s najmensim prvocinitelom
po = 23. Po dosadeni stc¢tu (3) do (1) zistime, Ze také ¢isla d maju spliiat podmienku

2020 | 100d, &ize (po krateni &slom 20) 101 | 5d.

Kedze 101 je prvocislo, posledna relacia bude platit prave vtedy, ked ¢islo d bude mat
okrem (najmensieho) prvocinitela 23 aj prvoéinitela 101. Za vyhovujuce ¢islo d preto
mozeme zvolit d = 23 - 101 = 2323. Tym je rieSenie ¢asti b) tlohy ukoncené.

Pozndmka. Pouzitim poéitaca mozno zistif, Ze podmienku 2020 | s(d) spliaja aj
niektoré (velké) prvodéisla d. Okomentujme vysledok, Ze najmensie z nich je d = 10 663.
7 nasho riesenia vyplyva, ze pre kazdé prvocislo d plati vzorec

s(d)=2+3+5+...+d)-d,

v ktorom sa sc¢itaju vsetky prvocisla od 2 do d vratane. Pre d = 10663 je tento stcet
rovny 6480160 = 3208 -2020, a tak je hodnota s(10663) naozaj delitelné ¢islom 2 020.

Dodajme este, ze relaciu 2020 | s(d) nesplia ,nadejné“ prvoéislo d = 101, lebo
sucet vSetkych prvocisel od 2 do 101 je rovny ¢islu 1161, ktoré nie je delitelné ¢islom 20,
ako by sme podla st¢inu zo vzorca pre s(d) potrebovali.

4V pripade d = 1 vyhovuje kazdé prvocislo p, a preto plati: Superdelitele 1 majt préve tie &isla, ktoré
st prvocisla. Tych je nekoneéne vela, a tak bez podmienky d > 1 tvrdenie a) neplati.

5 Bez podmienky, Ze ¢islo d > 1 je neparne, by taka tiloha bola trividlna: pre parne &islo d = 1010 je
p; = 2, a tak plati s(d) = 2d = 2020.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
Pripomenme, Ze prvodinitelom éisla n nazyvame kazdé prvocislo, ktoré ¢islo n deli.

N1. Uvedomte si, ze superdelitelom daného ¢isla n > 1 je ¢islo %, pricom p je najmensi
prvodinitel ¢isla n. [Ak je d delitel ¢isla n, je jeho delitelom aj ¢islo 2. Najmensie dva

delitele n st 1 a p, ktorym zodpovedaja dva jeho najvicsie delitele % a %]

N2. Uréte vsetky prirodzend ¢&isla, ktorych superdelitelom je éislo 2. [Jedine éislo 4. Kazdé
hladané ¢islo n je nutne parne, a tak je ¢islo 2 jeho najmensi prvocinitel. Podla
vysledku N1 teda plati 2 = %, a preto n = 4.]

DRI
N3. Uréte vSetky prirodzené ¢isla, ktorych superdelitelom je éislo 7. [14, 21, 35 a 49. Kazdé
hladané n je delitelné siedmimi a podla vysledku N1 m& platit 7 = %, pricom p je

najmensi prvoéinitel n, takze p < 7, ¢ize p € {2,3,5,7}.]

D1. N4jdite vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, ze ked k nim pripoéitame ich superdelitela,
dostaneme stcéet 2020. [1515 a 1919. Ak je p najmensi prvoéinitel ¢isla n, tak n = dp,
pri¢om d je superdelitel n. M4 platit dp + d = 2020, ¢ize d(p + 1) = 2020, takze ostéva
prebrat vsetky delitele d ¢isla 2020 s prvoéiselnym rozkladom 22 -5-101. Pre d = 1
vychadza p = 2019, ¢o nie je prvocislo. Keby bolo d > 1 parne, bolo by parne aj ¢islo n,
a tak by bolo p = 2, a teda d(2 + 1) = 2020, ¢o nie je mozné. Ostavaju preto moznosti
d € {5,101,505}. Postupnym dosadenim do d(p + 1) = 2020 zistime, Ze rieSenie dava
iba hodnota d = 101, ktorej zodpoveda p = 19, a hodnota d = 505, pre ktort vychadza
p = 3. (V oboch pripadoch je naozaj najdené p najmensim prvoéinitelom stéinu n =

= dp.)]
D2. Ktoré z &isel 2,3, ...,20 je superdelitelom najvacsieho poétu &isel? [Cislo 19. Hladdme
to ¢islon € {2,3,...,20}, pre ktoré existuje ¢o najviac prvocisel p takych, Ze najmensi

prvodinitel &isla np je prave p. Kedze n > 1, musi pre kazdé prvocislo p s uvedenou
vlastnostou platit p < n, a teda aj p < 20, takZe takych prvocisel nemédze byt viac,
ako je vsetkych prvocisel do 20, ktorych je 8. Aby ich bolo prave 8, musel by aj stGéin
19n mat najmensieho prvoéinitela 19, &o z uvazovanych &isel n spliia jedine n = 19.
Toto &islo je naozaj superdelitelom 6smich ¢isel 19-2,19-3,19-5,...,19-19/]

D3. Ktoré prirodzené c¢islo najblizsie k ¢islu 2020 mé svojho superdelitela medzi ¢islami
1,2,3,...,45? [Cislo 2017. Cislo 1 je superdelitelom kazdého prvocisla. Najblizsie
prvocislo k ¢&islu 2020 je 2017. Vypocétom superdelitelov éisel 2018,2019,...,2023
zistime, Ze Ziadny z nich nepatri medzi éisla zo zadania.]

D4. Ktoré prirodzené éislo najblizsie k ¢islu 2020 méa svojho superdelitela medzi ¢éislami
2,3,...,457 [Cislo 1849. Najvicsim ¢islom n s danym superdelitefom d > 1 je &islo
n = dp, pri¢om p je najmensi prvocinitel &isla d. Z toho vyplyva, %e ak 1 < d < 43,
pre kazdé ¢&islo n so superdelitelom d plati n < d? < 432 = 1849, pritom ¢islo 1849
ma za superdelitela prvoéislo 43. Dalej najviicsie ¢islo so superdelitelom 44 je rovné
44 - 2 = 88, najvicsie &islo so superdelitelom 45 je rovné 45 -3 = 135.]

5. V trojuholniku ABC oznacme S,, Sy, S. postupne stredy jeho stran BC, C' A, AB.
Dokazte, zZe pre lubovolny bod X rozny od bodov S,, Sy, S. plati

<9

min{ | XAl |XB| |XC| }
| XSa|” | X Su|” | XS,
(Patrik Bak)

RieSenie. N&$ postup zaloZime na vyuziti tzv. Apolléniovych kruznic. Uvedme preto
o nich najskor zakladné poucenie. Dokazy uvedenych poznatkov aj niektoré vyuzitie
tychto kruznic st vylozené v casti I kapitoly 5 brozury S. Hordk: KruzZnice, dostupnej
na dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589.

Majme dané kladné realne ¢islo A # 1 a dva rézne body P a ) v rovine p. Potom
plati, Ze mnozinou vsetkych bodov X € o, X # @, ktoré vyhovuja rovnici

[PX] _

0x| = A, (1)
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je ista kruznica. Hovorime jej Apolléniova a my teraz tiez opiseme jej konstrukciu.
Obmedzime sa pritom na pripad A > 1, lebo v pripade A < 1 mozno prehodenim bodov
P a @ zmenit parameter A rovnice (1) na hodnotu 1/ > 1.

Konstrukciu Apolléniovej kruznice (1) zahajime tak, ze najskor urc¢ime jej priesec-
niky s priamkou P(@). Budd nimi jeden vnutorny bod R tsecky P(Q a jeden vnutorny
bod S polpriamky opac¢nej k polpriamke QP.% Zopakujme, Ze takto lokalizované body
R a @ st jednozna¢ne uréené rovnostami

[PR[ _ |PS] _
QR[] @S]

(pozri obr. 2 pre hodnotu A\ = 2). Potom plati, Ze Apolléniovou kruznicou (1) je kruznica

Obr. 2

nad priemerom RS.

S ohladom na sutaznu ulohu, ktort este len za¢neme riesit, je na obr. 2 vyfarbeny
kruh, ktory Apolléniova kruznica (1) ohrani¢uje. Ukadzeme, Ze vnutri tohto kruhu za
nasho predpokladu A > 1 lezi kazdy bod X’ € g, pre ktory plati

| PX|
|QX'|

Naozaj, kazdy taky bod X’ bude spliiat rovnicu tvaru (1), v ktorej hodnotu A zamenime

.....

> \. (2)

niovej kruznici pre uréeny parameter )\, ktora je vykreslena na obr. 2. Je to kruznica
nad priemerom R’S’, pritom vdaka nerovnosti A’ > A sa lahko vysvetli, Ze body R’
a S’ lezia postupne vnutri tseciek RQ a QQS. Preto nova kruznica pre parameter \’ lezi
vnutri kruhu ohrani¢eného povodnou kruznicou pre parameter A. Tym je slubeny dokaz
ukonéeny.”

Po prevedenej priprave uz mozeme prejst k vlastnej sttaznej tlohe a podat jej
veelku kratke rieSenie. Tvrdenie tlohy dokéZzeme sporom. Budeme teda predpokladat,
7e zadand nerovnost neplati. Potom pre niektory bod X su vSetky tri podiely

| XAl |XB| |XC|
| X Sa|” [ XS] | XS,

6 Taka poloha bodu S zodpoveda nasmu predpokladu A > 1.

7 Aj ked to nebudeme dalej potrebovat, dodajme, %e aj naopak kazdy bod X’ rézny od @Q, ktory
lezi vnutri dotyéného kruhu, spliia nerovnicu (2). Naozaj, keby pre ¢&islo M = |PX’|/|QX’| platilo
N < ), tak vdaka tomu, Ze zrejme plati A > 1, by sme mohli zopakovat tvahu z tohto odseku
s dvojicou (A, \') zamenenou za (A, \) a dojst tak ku sporu.
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.....

ktoré sui ohranicené Apolléniovymi kruznicami s rovnicami

XA _, IXB|

| XS, T XSy

= 2.
"X S,

Vseobecna poucka o priemere Apolléniovych kruznic pre nase tri kruznice s parametrom
A = 2 znamen4, ze ich priemery si usecky GA’, GB’ a GC’, pricom bod G je tazisko
trojuholnika ABC a body A’, B’, C’ st postupne obrazy bodov A, B, C' v stredovych
sumernostiach podla S,, Sy, S.. Stredy tychto troch kruznic oznac¢ime postupne O,,

Oy, O..

A

Obr. 3

Ako obrazok napovedd, ziadny bod X nemoze lezat vnitri vSetkych troch kruhov,
ktoré zostrojené kruznice uréuju. Aby sme tuto hypotézu dokazali (a tak nas dokaz
sporom zavis$ili), uvedomime si niekolko skutoc¢nosti: bod G je spoloénym bodom
vSetkych troch kruznic a lezi vnutri trojuholnika s vrcholmi v stredoch O,, O a O,
ktory je na obr. 3 vyfarbeny. Vyplyva to z toho, Ze tento trojuholnik je zrejme obrazom
trojuholnika ABC' v stredovej simernosti podla jeho taziska G, a tak oba trojuholniky
maju toto tazisko spolocné. Konvexné uhly O,GO,, O,GO. a O,GO, pokryvaju cely
trojuholnik O,0,0, a ich zjednotenim je plny uhol. Teda aspon dva z nich musia byt
tupé.®

8 Keby dva uhly boli ostré, pripadne jeden z nich pravy (oba pravé byt nemézu, pretoze G je tazisko,
teda vnutorny bod trojuholnika O,0,0.), zvysny uhol by nebol konvexny.
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Obr. 4

Predpokladajme, ze uhly O,GOy, O,GO,. st tupé (pozri obr.3 a obr. 4 pre ostro-
uhly a tupouhly trojuholnik, pre zvy$né moznosti st ivahy obdobné). Potom prienik
kruhov so stredmi O, a O zrejme lezi v uhle O,GO.° a prienik kruhov so stredmi
O, a O, lezi v uhle O,GO.. Prienik vSetkych troch kruhov tak lezi v prieniku oboch
spomenutych uhlov, teda na polpriamke GO,. Avsak kruh so stredom v bode O, pretina
vdaka tupému uhlu O,GO,, polpriamku GO, iba v bode G. Teda prienik vSetkych troch
kruhov obsahuje jediny bod, a to bod GG. Tym je nasa hypotéza dokdzana a rieSenie je
tak dokoncené.

Iné riesenie. Vylozime iny postup, ktory nevyuziva Apolléniove kruznice. Namiesto
nich budeme potrebovat pomocné tvrdenie, ktoré teraz sformulujeme a vzapiti doka-
zeme: Nech G je tazisko trojuholnika ABC' a nech X je lubovolny bod polroviny p,
ktora obsahuje tisecku GA a ktorej hrani¢na priamka k, je kolmica na tito tusecku
vedend bodom G. Potom plati nerovnost

[ XA
| XSal

A

2. (3)

Na dokaz tohto tvrdenia vyuzijeme bod X', ktory je kolmym priemetom bodu X na
polpriamku G A (obr.5). Ak bod X’ lezi na tisecke AG, splita nerovnost

Obr. 5

9 V tomto tupom uhle toti# leZi prienik dvoch polrovin, ktoré st uréené dotyénicami k hraniénym
kruzniciam v spolo¢nom bode G, v ktorych dané dva kruhy po jednom lezia.
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XAl _ |GAl
[ X"Sa| = |GSa|

2. (4)

V opac¢nom pripade je X’ vnutorny bod polpriamky opac¢nej k polpriamke AG. Potom
ale plati | X'A| < |X'S,|, a tak je lava strana nerovnosti (4) dokonca mensia ako 1.
Nerovnost (4) preto plati v oboch pripadoch.

Pouzitim Pytagorovej vety a nerovnosti (4) upravenej na tvar |X’A|? < 4|X’S,|?
dostaneme

XAP XX+ IXAR XX+ 4IXS,? _AXXP XS

XS.2 T XX+ [X'Sa2 = |XX'[Z+ [X'Sa2 = |XX'|2+ |X'S,2

Po odmocneni krajnych vyrazov uz dostaneme nerovnost (3).

Ak porovname nerovnost (3) z prave dokdzaného tvrdenia s nerovnostou zo zadania
stutaznej ulohy, vidime, Ze pre jej nové rieSenie sta¢i dokézaf, Zze kazdy bod roviny
trojuholnika ABC' lezi v aspon jednej z polrovin p,, pp, Pe, pricom p, a p. su zrejmé
analégie polroviny p,. Vyuzijeme to, Ze polroviny p,, pp, p. st tvorené prave tymi
bodmi X, ktoré postupne spliiaji nerovnosti so skalarnymi stuc¢inmi vektorov

Cﬁl-ﬁiO, C@-Cﬁi& resp. @cﬁgo

Nasou tlohou je ukéazat, Ze pre kazdy bod X je asponi jedna z tychto troch nerovnosti
splnena. Vyplyva to vSak okamZite z toho, Ze sucet ich lavych stran je rovny nule:

GA-GX+GB-GX +GC-GX = (GA+GB+GC) -GX =0,

' A , ,
lebo pre tazisko GG je sucet GA + @ + C@ rovny nulovému vektoru.

Poznamka. Pouzitim vektorovej algebry mozno prehladne vylozit aj prva ¢ast druhého
rieSenia. Z vSeobecne platnych vektorovych rovnosti

AX =GX -GA a SuX=GX -GS, =GX + 1G4

vyplyvaju vyjadrenia
AX[2 = |GX[2+ |GAP — 2GA - GX, resp. |SaX|*=|GX[2 + LGAP? + GA.GX.

—
Za predpokladu GA - C?() > 0 z toho vyplyva |AX|? < 4|S4X|?, ako pre nase riesenie
potrebujeme.

Iné riesenie. Ozna¢me T tazisko trojuholnika ABC' a uvazujme rovnolahlost s so
stredom v bode T' a koeficientom —%. Body S,, Sy a S. st postupne obrazy bodov A,
B a C v rovnolahlosti ». Oznac¢me dalej X’ obraz bodu X v rovnolahlosti s. Z vlastnosti
rovnolahlosti vyplyva | X A| = 2|X'S,|, |XB| = 2|X'Sy| a | XC| = 2|X’S.|. Pouzitim
tychto rovnosti dokazovan nerovnost upravime na ekvivalentny tvar

min{|sta\ XSy |stcy}<1
XS,] X8 1XS] S =

(5)
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V pripade X = T'; (= X’) tato nerovnost zrejme plati. Nech dalej X # T, potom
uréite X # X'. Oznacme o os tsecky X X’ (obr.6). Predpokladajme, Ze nerovnost (5)
pre niektory bod X neplati, dostaneme tak |X'S,|/|XS,| > 1, |X'Sp|/|X S| > 1
a |X'S.|/|XS:] > 1. Z toho vyplyva, ze body S,, S, a S, st vnatornymi bodmi
polroviny oX. Teda aj vSetky body trojuholnika S,5,S. st vnutornymi bodmi tejto
polroviny. To je ale spor, kedze jeho fazisko T','° teda vnttorny bod, je zrejme bodom
polroviny opaé¢nej. Tym sme dostali spor s predpokladom, Ze nerovnost (5) neplati.

C

Obr. 6

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

Zoznamte sa s Apolléniovymi kruznicami a ich konstrukciami. Si to mnoziny bodov
vyznamnej vlastnosti, ktora je v nasledujicom tvrdeni urcend parametrom A a bodmi
P a Q: Majme dané kladné redlne ¢islo A # 1 a dva rézne body P a @ v rovine p.
Potom plati, Ze mnozinou vsetkych bodov X € o, X # @, ktoré vyhovuja rovnici

[PX] _
x|

je isté kruznica. T4to (Apolléniova) kruznica je kruznica nad priemerom M N, pri¢om
M a N su tie dva body priamky PQ, pre ktoré rovnica (1) po dosadeni X = M,
resp. X = N sa zmeni na platna rovnost. [Pozri éast I kapitoly 5 brozary S. Hordk:
Kruznice, dostupnej na dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589. Iny podrobny vyklad
najdete v navodnych tlohach k tilohe 63-A-1-6.]

Majme dané realne ¢islo A > 1 a dva rézne body P a @ v rovine p. Dokazte, ze
mnozinou vsetkych bodov X € g, X # Q, ktoré vyhovuju nerovnici

|PX|

> A
|QX]

7

je vnutro kruhu ohrani¢eného Apolléniovou kruznicou, ktord je uréend rovnicou (1)
z tlohy N1. [Uvazte dve Apolléniove kruznice

|PX]| |PX]|
m: 1>1 a MZA2>1

Prva z nich je kruznica nad priemerom M;jNi, druhd je kruznica nad priemerom
M2 Ns, pricom Mj;N; a MsNg su isté tsecky na priamke PQ. Tvrdenie tlohy N2

10 Toto zndme tvrdenie vyplyva napriklad z uvazovanej rovnolahlosti.
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bude dokézané, ked vysvetlime, preco v pripade A1 < g lezia body Ms, N2 vnutri
usecky M1Ni.]

D1. V rovine ¢ je dand tsecka BC. Uvazujme body A € p mimo priamky BC také, ze
velkosti vySok vy, ve na strany AC, AB trojuholnika ABC st v pomere 1 : 2. Dokéazte,
ze vSetky tieto body A lezia na jednej kruznici. [Pre obsah S trojuholnika ABC' plati
25 =b-vy, =c-ve,atedab:c=1v.:vy, =2:1 Vyhovujice body A teda lezia na
Apolléniovej kruznici |CX|/|BX| = 2.]

D2. V rovine g je dand usecka BC. Uvazujme body A € p mimo priamky BC také, ze
velkosti taznic tp, t. na strany AC, AB trojuholnika ABC st v pomere 1 : 2. Dokazte,
ze vSetky tieto body A lezia na jednej kruznici. [Pre fazisko G trojuholnika ABC plati
|BG| = %tb a |CG| = %tc, takze |BG| : |CG| = 1 : 2. Vsetky body G teda lezia na
jednej Apolléniovej kruznici, preto vsetky body A leZia na jej obraze v rovnolahlosti
so stredom v strede use¢ky BC, ktora ma koeficient 3.]

D3. V rovine st dané dve kruznice k1(S1,71) a k2(S2,72), priéom |S1.S2| > r1+r2. Néjdite
mnozinu vSetkych bodov X, ktoré nelezia na priamke S1S2 a maju ta vlastnost, Ze
usecky S1X, S2X pretinaji postupne kruznice k1, k2 v bodoch, ktorych vzdialenosti
od priamky S152 sa rovnaju. [63-A-I1-2]

D4. V rovine daného trojuholnika ABC' urcte vsetky body, ktorych obrazy v osovych si-
mernostiach podla priamok AB, BC, C' A tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika.
[63-A-1-6]

6. Majme 70 zhasnutych Ziaroviek. Pre lubovolni skupinu Ziaroviek vieme pripravit
prepinac, ktory zment stav kaZdej Ziarovky z tejto skupiny (zhasne zasvietené a rozsvieti
zhasnuté) a ostatné Ziarovky meovplyvni. Aky je najmensi pocet prepinacov, pomocou
ktorych je mozné rozsvietit lubovolni §tvoricu Ziaroviek (pricom ostatné budi zhasnuté)?

(Martin Melicher)

Riesenie. Pocet ziaroviek n mé v zadani lohy hodnotu 70. Zapiseme cely postup tak,
aby bolo jasné, Ze je pouzitelny pre kazdé n = 5.

V prvej Casti riesenia budeme predpokladat, Ze mame pripravené prepinace tak,
Ze s nimi mozno rozsvietit Tubovolnt $tvoricu ziaroviek. Potom pre kazdu Stvoricu
Ziaroviek existuje séria stlaceni, ktorej aplikdciou nakoniec ,prepneme® (t.j. zmenime
stav rozsvietenia ¢i zhasnutia) prave tieto 4 ziarovky. V dalsom texte budeme pisat
o ,prepinani danej skupiny ziaroviek“ bez zdoéraznovania, ze ostatné ziarovky pritom
zostani neprepnuté. Ak budeme uvazovat stlacenia prepinacov v niekolkych sériach za
sebou, budeme pocitat zmeny stavov ziaroviek nie po jednotlivych stlaceniach, ale po
jednotlivych sériach.

Kedze mozno sériou stlaceni prepnut Iubovolni $tvoricu ziaroviek, musi sa dat
vhodnou sériou prepnit aj lubovolnd dvojica ziaroviek, povedzme (a,b) — uvdzime za
tym tcelom dalsie tri rozne!! ziarovky c, d, e a po prepnuti (a,c,d,e) nasledovanom
prepnutim (b, ¢, d, e) dosiahneme zmenu stavu prave ziaroviek a, b (tie boli prepnuté
kazda raz, zatial ¢o ¢, d, e kazda dvakrat, ostatné ziarovky ani raz).

Ked mozno (ako uz vieme) sériou stlaceni prepnut lubovolnt dvojicu ziaroviek, musi
sa dat prepnut aj lubovolna skupina s parnym poctom ziaroviek — staci ich sparovat do
dvojic a prepinat po nich. V dalSom odseku vysvetlime, preco takych skupin je prave
on—L,

Chceme dokézat, ze kazd4 n-prvkova mnozina ma prave 2"~ ! podmnozin s pArnym
poc¢tom prvkov. Na to najskor zvazime nejakych n — 1 prvkov danej mnoziny. Kazdy
z nich mozeme do zostavovanej podmnoziny bud zahrnif, alebo nezahrnit, takze podla

1 Tu potrebujeme predpoklad n = 5. Ale pre n = 4 je tloha trividlna — sta¢i ndm jeden prepinag,

ktory zmeni stav vSetkych styroch ziaroviek.
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pravidla stéinu mame pre tieto volby prave 2"~! moznosti. Poéet takto vybranych
prvkov je potom bud péarne, alebo nepérne ¢islo. Podla toho posledny, doposial neuvazo-
vany prvok pévodnej mnoziny k zatial vybranym prvkom priradime, resp. nepriradime.
Dostaneme tak 2"~ ! roznych podmnozin s parnym poétom prvkov. Kedze je zrejmé,
ze opisanou konstrukciou dostaneme kaZdi z podmnozin s parnym poctom prvkov, je
dokaz ukonceny.

7 doterajsich uvah vyplyva, ze pre kazda vyhovujicu skupinu prepinacov musime
ich postupnym stla¢anim dosiahnut aspon 2"~ ! réznych stavov rozsvietenia danych n
ziaroviek. Zrejme nezalezi na tom, v akom poradi v danej sérii prepinace stlacame, lebo
pri kazdej ziarovke hra tlohu iba to, kolkokrat bola prepnutd. NavySe ani konkrétny
pocet prepnuti danej ziarovky nie je podstatny, vysledok zalezi iba na tom, ¢i je tento
pocet parny, alebo neparny. Nemé preto zmysel uvazovat také série, kde je niektory
prepina¢ stlaceny viackrat.'? V jednej sérii pre kazdy prepina¢ tak budeme mat iba
dve moznosti — nepouzit, alebo pouzit raz. Pri pouziti k prepinacov teda dosiahneme
nanajvys 2* réznych stavov rozsvietenia ziaroviek. Ak méame preto nimi dosiahnuf
potrebnjch 2"~1 réznych stavov, musi platit nerovnost 2¢ > 2771 ¢ize k = n — 1.
(Pre dant hodnotu n = 70 to znamen4, ze k = 69.)

V druhej cCasti riesenia ukazeme, ze k = n — 1 prepinacov na splnenie zadaného
ciela staci. Ocislujme si ziarovky 1,2,...,n a prepinace 1,2,...,n — 1. Pre vSetky
i € {1,2,...,n — 1} nastavme prepina¢ ¢ tak, aby prepol (prave) ziarovky i a n.
Dokazeme, 7ze takym nastavenim prepinacov dokézeme rozsvietit Tubovolni Stvoricu
ziaroviek (a,b,c,d), pricom 1 Sa<b<c<d=n.

V pripade d < n tlohu splnime tak, ze postupne stlacime prepinace a, b, c a d —
tym sa kazda ziarovka zo $tvorice (a, b, ¢, d) prepne prave raz, ziarovka n prave Styrikrat
a ostatné ziarovky sa neprepnu ani raz.

Ako vyriegif Glohu vo zvySnom pripade d = n? Vtedy staci stlacit postupne
prepinace a, b a ¢ — tym prepneme ziarovky a, b, ¢ prave raz, ziarovku n prave trikrat
a ostatné ziarovky sa neprepni ani raz.

Zaver. Najmensi pocet vyhovujacich prepinacov je 69.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
Vo vsetkych dlohach pracujeme s pojmami ,ziarovka“ a ,prepinac“
sutaznej ulohy.

N1. Urcte pocet moznych stavov rozsvietenia ziaroviek 1, 2, 3 a 4, ktoré mozno dosiahnut
pouzitim prepinacov {1,2,3}, {1,2,4} a {3,4} (napr. prepina¢ {3,4} vzdy prepne
préave Ziarovky 3 a 4). [Styri stavy (vratane toho pévodného). Uvedomme si, Ze poradie
stlaCania prepinacov v danej sérii neméa vplyv na celkovy vysledok. Tiez nemé zmysel
ziadny prepinac¢ pouzit v jednej sérii viackrat. Staci teda najst vysledny stav pre kazdu
z 23 podmnozin danej mnoziny 3 prepinacov, ktoré mozeme stlacitf, a potom spodéitat,
kolko tychto stavov je roznych. Vyhodné je pritom vysledné stavy urcovat takto:
{1,2,3} + {3,4} ~ {1,2,4}. Z toho prikladu vidime, Ze prepina¢ {1,2,4} je mozné
v zadani Glohy vynechat.]

N2. Dokéazte, ze ak mame n prepinacov, priCcom n je prirodzené ¢islo, tak postupnym pre-
pinanim mozeme dosiahnut nanajvys 2™ réznych stavov rozsvietenia (vratane poévod-
ného). [Podla tivahy z rieSenia N1 plati, ze pocet dosiahnutelnych stavov neprevysuje
pocet vSetkych podmnozin danej mnoziny prepinacov.]

N3. Dokéazte, ze ak by v sutaznej tlohe bol ciel pozmeneny na moznost rozsvietit kazdu
trojicu ziaroviek, tak pri jeho splneni by bolo mozné rozsvietit kazdu jednotliva
ziarovku. [Na rozsvietenie jedinej zvolenej ziarovky a vyberieme tri dalsie ziarovky
b, ¢, d a aplikujeme postupne 3 série rozsvietenia, a to pre trojice (a,b,c), (a,b,d)
a (a,c,d).]

VO vyzname Zzo

12 Mozno to tiez vysvetlit konstatovanim, Zze dve stladenia toho istého prepinaéa sa navzajom rusia.
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N4. Kolko m4 dané n prvkova mnozina tych podmnozin, ktoré maja parny pocet prvkov?

D1.

D2.

[2"_1 podmnozin. Postupujeme podobne ako pri zndmom doékaze, Ze pocet wvsetkych
podmnozin je 2™: Prvych n — 1 prvkov mézeme do konstruovanej podmnoziny bud
zaradit, alebo nezaradif, takZe mame 2”7~ ! moznosti. Po tejto procedire mame vy-
brany bud parny, alebo neparny pocet prvkov, a tak podla toho k nim nezaradime,
resp. zaradime posledny n-ty prvok. Takto dostaneme prave 2"~ vyhovujucich pod-
mnozin. Ostdva si uvedomit, Ze opisanym postupom dostaneme kaZdu vyhovujicu
podmnozinu.]

Rieste sufazni ulohu so 70 Ziarovkami s pozmenenou podmienkou, Ze mame byt
schopni rozsvietit kazda 2k-ticu ziaroviek, pricom k je dané prirodzené ¢islo z intervalu
(3,34). [Taka tloha je ekvivalentné so sutaznou tlohou. Nech dalej (a,b) je Tubovolnd
dvojica ziaroviek a c; oznacuje ziarovky rézne od a, b, pricom c; # ¢; pre ¢ # j. Ak
mozno rozsvietit 2k-tice (a,c1,...,cox_1) a (b,c1,...,car_1), tak mozno rozsvietit aj
dvojicu (a,b), a teda aj Iubovolni $tvoricu (po dvoch dvojiciach). Naopak, ak mozno
rozsvietit Stvorice (a, c1,c2,c3) a (b, c1, c2, c3), mozno rozsvietit aj dvojicu (a, b), takze
potom mozno rozsvietit aj kazdu 2k-tici (po k dvojiciach).]

Rieste sufazni ulohu so 70 ziarovkami s pozmenenou podmienkou, Ze méame byt
schopni rozsvietit kazda (2k — 1)-ticu ziaroviek, priom k je dané prirodzené é&islo
z intervalu (2, 35). [70 prepinacov. Podobne ako v rieSeni D1 tvahou o dvoch (2k —

— 1)-ticiach (a,c1,...,co_2) a (b,c1,...,cor_2) zistime, Ze mozno rozsvietit kazda
dvojicu (a,b). Teraz ttvahou o jednej (2k — 1)-tici (a,c1,...,car_2) a k — 1 dvojiciach
(c1,¢2),. .., (cakp_3,Car_2) zistime, Ze mozno rozsvietit lubovolna ziarovku a, a teda

aj kazda z 270 mnozin Ziaroviek, takze podla vysledku tlohy N2 potrebujeme aspoii
70 prepinacov. 70 prepinacov ale sta¢i — jeden prepina¢ na kazda ziarovku.]
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