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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Kolko roznych cisel moze byt medzi ¢islami
a+2b, a+2c b4+2a, b+2c c+2a, c+ 2b,

ak st a, b, ¢ navzdjom rozne redlne cisla? Ndjdite vsetky moznosti. (Josef Tkadlec)

Riesenie. Kedze tloha je v premennych a, b, ¢ symetrickd,! moézeme bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladat, Ze plati a < b < ¢. Lahko sa presvedéime, Ze potom $tyri zo
skimanych Siestich ¢isel st podla velkosti usporiadané takto:

b+2a<a+2b<a+2c<b+2c (1)

Naozaj, prva nerovnost vyplyva z (a + 2b) — (b + 2a) = b — a > 0, druhé nerovnost
z (a+2c) — (a+2b) =2(c—b) >0 atretiaz (b+2¢c) — (a+2¢c) =b—a > 0.
Pozrime sa, ktorym zo Styroch ¢isel v (1) sa mozu rovnat zvysné dve ¢isla ¢ + 2a
a ¢ + 2b. Za tym Ucelom si povSimneme, Ze rovnako Tahko ako (1) mozno dokazat aj
nerovnosti
b+2a<c+2a<a+2c a a+2b<c+2b<b+2c (2)

Porovnanim s (1) prichddzame k zéveru, Ze jediné dve mozné rovnosti medzi skiimanymi
Siestimi ¢islami (za predpokladu a < b < ¢) st ¢+ 2a = a+ 2b a ¢+ 2b = a + 2¢.2 Obe
tieto rovnosti su vSak zrejme ekvivalentné s tou istou rovnostou b = %(a + ¢), ktora je
pri nasom predpoklade splnitelna.?
Vysledok naSich tvah pre pripad a < b < ¢ mozno zhrnit nasledovne:
> Ak je b = 3(a + ¢), st medzi skimanymi ¢islami prave Styri rozne. Plati pre ne
totiz
b+2a<a+2b=c+2a<a+2c=c+2b<b+2c. (3)

Stane sa tak napriklad pre (a,b,c) = (1,2, 3).
> Ak naopak plati b # 1(a + c), tak vietkych Sest skimanych ¢&isel je navzajom
roznych. Tak tomu bude napriklad pre (a,b,c) = (1,2,4).

Zaver. Hladany pocet roznych ¢isel v zadanej Sestici je rovny bud 4, alebo 6.
Pozndmka. Po vypise nerovnosti (1) mozno otézku pripadnej rovnosti prvého ,zvysného*
¢isla ¢ 4 2a niektorému z ¢isel v (1) riesit aj bez pouzitia nerovnosti (2), a to priamym
testovanim jednotlivych rovnosti

c+2a=b+2a, c+2a=a+2b, c+2a=a+2c, c+2a=>b+2c

Podobne aj pre druhé ,zvysné“ ¢islo ¢ + 2b mozno testovat rovnosti

c+2b=b+2a, c+2b=a+2b, c+2b=a+2c, c+2b=0b+ 2c.

! Zmenou poradia &isel a, b, ¢ dojde iba ku zmene poradia skimanych Siestich éisel.

2 Poznamenajme, Ze aj pri zvolenom usporiadani a < b < ¢ mé doterajsi vyklad niekolko variantov,
ktoré spocivaju vo vzijomnej vymene Cisel v jednej alebo v oboch z dvojic (a 4+ 2b,c+ 2a) a (a +
+ 2¢, ¢ 4 2b) v nerovnostiach (1) a (2).

3 Rovnost y = %(w + z) totiz pre navzajom rozne ¢isla x, y, z znamena, ze y lezi medzi z a z.
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Niektoré z tychto rovnosti (napr. ¢ + 2a = b 4 2a) st vylacené uz tym, ze ¢isla a, b, ¢
st navzajom rozne. Ostatné rovnosti (okrem tych z (3)) st v spore s predpokladanym
usporiadanim a < b < ¢ (napr. ¢ + 2a = b+ 2c znamena, ze a = 5(b+ ¢), teda ¢islo a
by lezalo medzi ¢islami b a c.)

Iné riesenie. Pri skimani potencialnych rovnosti medzi jednotlivymi ¢islami zo zada-
nej Sestice mozeme dospiet k nasledujtucej hypotéze: Ak sa niektoré dve z tychto Siestich
c¢isel rovnaju, potom jedno z cisel a, b, ¢ je aritmetickym priemerom ostatnych dvoch
Cisel.

Uvedent hypotézu mozno dokazat mechanickym testovanim vsSetkych (g) =15
moznych rovnosti. Menej pracny postup zaloZime na tom, Ze porovnanie lubovolného
z danych ¢isel x + 2y s ostatnymi piatimi ¢islami zapiSeme rovnostami

x4+2y =x+2z, x4+2y = y+2x, v+2y = y+2z, v+2y = 242z, v+2y = 242y, (4)

pricom x, y, z oznacuje ¢isla a, b, ¢ v niektorom poradi. Prva, druh4 a piata rovnost v (4)
odporuji tomu, Ze ¢isla x, y a z st navzajom rozne. Tretia rovnost nastane prave vtedy,
ked z = 3(x + y). Napokon §tvrta rovnost je splnend préve vtedy, ked y = 1(z + z).
Tym je dokaz hypotézy ukonceny.

Priamym désledkom dokéazanej hypotézy je tvrdenie: Ak zZiadne z cisel a, b, ¢ nie
je aritmetickym priemerom zvysnych dvoch cisel, je skiimana Sestica tvorena Siestimi
réznymi &islami.*

Zaoberajme sa teda situaciou, ktoru predchadzajici zaver nezahina: jedno z cisel
a, b, ¢ je rovné aritmetickému priemeru zvysnych dvoch ¢isel. Vzhladom na symetriu
mozeme predpokladat, Ze sa jedné o éislo ¢, pre ktoré tak plati ¢ = %(a +b). Vtedy
mame a =c+dab=c—d, pricom d = %(a —b) # 0. Po dosadeni takych hodnot a, b
budti maft éisla zo zadanej Sestice postupne vyjadrenia

3c—d, 3c+d, 3c+d, 3c—d, 3c+2d, 3c-—2d.
Vdaka tomu, ze d # 0, vidime, Ze v takej Sestici si prave $tyri navzajom rdzne cisla
3c £ d a 3¢ + 2d. Dospeli sme tak k rovnakému zaveru ako v prvom rieseni.

Pozndmka. OpiSme iné moznosti, ako posudit pripad ¢ = %(a + b) bez zavedenia
pomocného cisla d. Po dosadeni takej hodnoty ¢ ziskame pre Sestice Cisel zo zadania
vyjadrenie

dba+b Hb+a

2 7 2
Cisla a + 2b, 2a + b st tu zastipené kazdé dvakrat, takze mame zistit, kolko réznych
¢isel moéze byt v Stvorici

a+2b, 2a+b, b+2a, 2b+a,

S5a+b 5Sb+a

2 2
Ukéazat, ze tu uz st vSetky ¢isla navzajom rozne, mozno rutinnym testovanim vsetkych
(4) potencialnych rovnosti — kazda z nich totiz odporuje predpokladu a # b. Inou

2
moznostou je ukazaf, ze v pripade a < b plati

b b
ba + <2a+b<a+2b< > ;a,

a—+2b, 2a+0,

4 Ze také trojice (a,b,c) existuju, je Uplne zrejmé, a preto nie je nutné uvadzat ich priklad. Ani
v druhej ¢asti tohto riesenia nebudeme uvadzat priklad trojice (a,b,c) s vlastnostou ¢ = %(a +0).

2



zatial ¢o v opa¢nom pripade a > b platia aj vypisané ostré nerovnosti naopak.

Za plné rieSenie dajte 6 bodov. Ak s opisané podmienky, za ktorych je hladany podcet 4, resp. 6, nie
je nutné uvadzat konkrétne priklady trojic (a,b,c), ak je splnitelnost tychto podmienok v podanom
rieSeni zrejma.

V pripade postupu podla prvého vzorového riesenia dajte: 3 body, ak riesitel pri zvolenom
usporiadani najde v zadanej Sestici $tyri rozne ¢isla (2 body) a zdoévodni ich réznost (1 bod); 3 body
za uplnu diskusiu o ,zvys$nych“ dvoch ¢islach zo Sestice. Ak riesitel nevylic¢i moznost piatich roznych
¢isel, moze ziskat nanajvys 3 body.

V pripade postupu podla druhého vzorového riesenia dajte: 2 body za dokaz uvedenej hypotézy;
1 bod za z toho vyplyvajaci zaver, kedy st v zadanej Sestici vSetky ¢isla navzajom rozne; 3 body za
vyriesenie jedného z pripadov typu ¢ = %(a + b). V pripade drobnej chyby v dékaze hypotézy strhnite
1 bod (zabudnutie niektorého z piatich pripadov).

Len za uhadnutie uplnej odpovedi dajte 1 bod, ale iba v pripade, Ze st oba pocty 4 a 6 podlozené
bud konkrétnymi prikladmi trojic (a,b,c), alebo podmienkami, o ktorych je navyse ukdzané, ze st
na dosiahnutie poctu 4, resp. 6 postacujuce.

2. Urcte véetky trojice zloZenych prirodzenych éisel, z ktorych kaZdé je delitelné sicinom
superdelitelov zvysnych dvoch éisel. (Superdelitelom ¢isla n > 1 je jeho najvicsi delitel
d s vlastnostou d < n.) (Jaromir Simsa)

Riesenie. Superdelitela d zlozeného ¢isla n dostaneme, ked z rozkladu ¢isla n na stéin
prvodisel vyskrtneme najmensieho zastiipeného ¢initela (jedného, ak je ich viac).® Preto
plati n = pd, pricom p je prvoéislo s vlastnostou p < d.6

Nech ni, ns, n3 je fTubovolna hladané trojica. Podla iivodného odseku pre super-
delitela d; ¢isla n; plati rovnost n; = p;d;, pricom p; je prvoéislo a pritom p; < d;
pre kazdé i = 1,2,3. Podla zadania tlohy mé platit sucasne dads | p1dy, dids | pada
a dydy | psds. Vynasobenim tychto troch relacii dostaneme

(d1d2d3)? | pipapadidads, Eize didads | pipaps.

Na druhej strane, vynasobenim troch nerovnosti p; < d; dostaneme pipaps < didods.
Zo zaverov dvoch poslednych viet vyplyva, Ze musi platit rovnost didods = pipaps.
Z toho vdaka spdsobu odvodenia nerovnosti pypaps < didads zistujeme, Ze musi platit
rovnost d; = p;, &ize n; = p? pre kazdé i = 1,2, 3. Relacia dads | p1d; potom znamend,
7e paps | p3, takze vietky tri prvocisla p; sa musia rovnaf tomu istému prvoéislu p.
Potom plati d; = p a n; = p? pre kazdé i = 1,2, 3, takze podmienky d;d; | n? sa zrejme
splnené v podobe p? | p?.

Zaver. RieSeniami ulohy su prave trojice (p2, P2, pz), pri¢om p je lubovolné prvodislo.

Iné riesenie. Kedze hladané ¢isla n; (i = 1,2,3) st zlozené, ich superdelitele d; st
vicsie ako 1. Vzhladom na symetriu zadania moézeme dokonca predpokladat, Ze plati
1<dy é do § ds.

Vieme, ze dy | n; a Ze podla zadania tlohy tiez dads | n1, a teda aj ds | ny ads | ny.
Vsetky déisla dq, do, d3 a dads tak st delitelmi ¢isla nq, pre ktoré navyse podla nasho
predpokladu plati

di S dy S d3 < dads = ny.

Kedze vSak d; je superdelitel ¢isla nq, z poslednych nerovnosti vyplyva di = do = d3
a dads = n;. Pri oznaéeni d spolo¢nej hodnoty ¢isel d; tak plati n, = d2.

5 Podrobnejsie o uréovani superdelitelov pozri vzorové riesenie tilohy 4 z doméaceho kola.
S Fakt, #e prvocislo p musi byt najmensim prvocinitelom é&isla m, v naSom rieSeni potrebovat
nebudeme.



Vdaka rovnostiam d = d; teraz z relacii dids | ny a dids | ns vyplyvaja zavery ny =
= d?, resp. nz = d?, a to rovnakym postupom, ako sme skor za (slabgieho) predpokladu
di £ dy < dz odvodili zaver n; = d?. Kazd4 hladana trojica (ny,ns,n3) teda musi
maf tvar (d2,d2,d2); vyhovovat pritom budi zrejme prave tie ¢isla d > 1, ktoré su
superdelitelmi ¢&isla d?. Stane sa tak prave vtedy, ked d bude prvoéislo. Naozaj: ak je d
prvodéislo, tak 1, d a d? st jedinymi delitelmi ¢isla d?, takZe d je jeho superdelitelom; ak
je naopak ¢islo d zlozené, je delitelné niektorym prvocislom p < d, takze pd je delitelom
¢isla d? s vlastnostou d < pd < d?, ¢o odporuje tomu, ze d je superdelitelom &isla d?.
Dospeli sme tak k rovnakému zaveru ako pri prvom rieseni.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Strhnite ale 1 bod, ak chyba zavereéna skuska (ak je pri danom
postupe nutnd).

Pri ¢iastoénych rieseniach dajte: a) 3 body, ak riesitel usporiada tri superdelitele d; podla velkosti
a dokéaze ich rovnost; b) 2 body, ak riesitel uhadne vysledok a overi, ze trojice (p2,p?,p?) vyhovuji;
¢) 1 bod, ak riesitel uhddne vysledok (bez jeho overenia) a/alebo uvedie poznatok, ze kazdé zlozené
¢islo n je tvaru m = pd, pricom d je superdelitel ¢isla n a p je najmensi prvocinitel ¢isla n, alebo
iba prvoéislo s vlastnostou p < d (mozno sa pritom odvolat na vzorové riesenie tlohy 4 z doméceho
kola). Zisky za ¢asti a), b), c) sa pritom nesc¢itaju (berie sa najvicsi z nich), len za obe ¢asti a) a b)
prislichaja dokopy 4 body.

3. V ostrouhlom trojuholniku ABC' su D a E vnitorné body strany BC, pritom D lezi
medzi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Predpokladajme, Ze os uhla DAE md
s osou usecky BC' jeding spolocény bod, ktory oznacime F. Dokdzte rovnost | BAC| +
+ |[ADFE| = 180°. (Patrik Bak)

RieSenie. V celom texte budeme pouzivat Standardné oznacenie «, (3, v velkosti
vnatornych uhlov trojuholnika ABC'. Klt¢ovym bodom postupu bude zistenie, ze bod F'
je totozny so stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC, ktory oznacime O. V prvej
Casti rieSenia tento poznatok dokazeme dvoma sposobmi.

1. sposob. Vdaka predpokladu |AD| = |CD| je os oy strany AC totozna s osou uhla
CDA, a teda aj s osou uhla EDA.” Analogicky os o. strany AB je totozni s osou
uhla AED. Tato dvojaka rola oboch osi vedie k zaveru, ze stred O kruznice opisanej
trojuholniku ABC' je sucasne stredom kruznice vpisanej trojuholniku ADE. Z toho
vyplyva, Ze polpriamka AO je osou uhla DAE. Zéaroven vsak plati |OB| = |OC|, takze
bod O je spoloénym bodom osi uhla DAE a osi tsecky BC. Podla zadania je ale ich
spolo¢ny bod jediny a mé oznacenie F', takze naozaj plati F' = O.

2. sposob. Inou tivahou znova dokézeme, Ze polpriamka AQO je os uhla DAFE, odkial uz
rovnako ako pri 1. sposobe vyplynie zaver o rovnosti F' = O. Podla vety o obvodovom
a stredovom uhle plati |[{AOB| = 2+, takze z rovnoramenného trojuholnika ABO
potom méame [{OBA| = | BAO| = 90°—~. Dalej v rovhoramennom trojuholniku AC' D
plati |{DAC| = |£ACD| = ~, teda |{BAD| = |{BAC| — |{DAC| = o — . Dokopy
dostavame | DAO| = |[{BAO|—|£BAD| = (90° —v) —(a—~) = 90° — «.® Analogickou
cestou cez trojuholniky ACO a ABE dostaneme rovnost |[{ EAO| = 90° — a.. Dokdzana
zhodnost uhlov DAO a EAO potvrdzuje, Ze polpriamka AQO je naozaj osou uhla DAEFE.

" Zo zadania tlohy totiz vyplyva, Ze bod E lezi medzi bodmi C a D.

8 Velkosti uhlov BAO a BAD sme od seba od¢itali v spravnom poradi, lebo vdaka zadaniu tlohy
plati 90° — a > 0.



Obr. 1

V druhej Casti rieSenia ostava dokazat rovnost |{BAC|+ |{DFE| = 180°, ktort
prepiSeme na tvar |{DFFE| = 180° — a.. To sa bude dat spravit obzvlast Tahko, ak
okrem dokézanej rovnosti F' = O vyuZijeme opif osi oy, o. usefiek AC, resp. AB,
ktorych stredy oznacime Sy, resp. S. ako na obr. 1. Okrem toho uvedieme dva postupy
bez pouzitia tychto osi.

1. sposob. Body Sy, F', D lezia v tomto poradi na osi oy, rovnako ako body S., F, F
na osi o.. Okrem toho plati F'S, 1. AC a F'S. | AB, takZe zo Stvoruholnika AS,F'S,
vyplyva, Ze jeho vnutorny uhol S F'S. mé velkost 180° — «. Rovnaku velkost méa preto
aj vrcholovy uhol DFE, ako sme potrebovali ukazat. Dodajme, Ze velkost 180° — «
uhla DF E mozno vypocitat aj z trojuholnika DEF, v ktorom totiz vdaka osiam oy, o,
platia rovnosti | FDE| =90° — v a |[{FED| = 90° — g.

2. sposob. VSimnime si, Ze Stvoruholnik BDF A je tetivovy, lebo podla vety o obvodovom
a stredovom uhle plati |{AFB| = 2v a tiez vonkajsi uhol ADB rovnoramenného
trojuholnika ACD mé velkost 2v. Analogicky je aj Stvoruholnik AFEC tetivovy.
Zo stvoruholnikov BDFA a AFEC tak vyplyvaju rovnosti |[{AFD| = 180° —
a |[{AFE| = 180° — ~. Ich dosadenim do |[{DFFE| = 360° — |[{AFD| — |{AFE| uz
ziskame |[{DFE| = g+~ = 180° — a.

3. sposob. Namiesto rovnosti F© = O vyuzijeme uz skoér dokdzany poznatok o tom,
7e bod F je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku ADFE. Podla zndmeho vzorca to
znamena, ze |[{DFE| = 90° + 2|{DAE|.® Posledny uhol bude maf potrebnt velkost
180° — v, ak overime, ze | DAFE| = 180° —2a. To je jednoduché: vdaka rovnoramennym
trojuholnikom ACD, ABE plati |{CAD| = v, resp. | BAD| = 3, odkial uz |[{DAE| =
= |{CAD| + |{BAE| — |{ABC| =~ +  — a = 180° — 2a.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho: 4 body za dbékaz, ze bod F' je totozny so stredom O kruZnice
opisanej trojuholniku ABC; 2 body za dbékaz uhlovej rovnosti zo zaveru zadania.

V pripade netuplnych rieseni dajte 1 bod za hypotézu o totoznosti bodov F' a O. Ak riesitel dokaze
uhlova rovnost pouzitim nedokézanej hypotézy F = O, dajte celkom 3 body.

Ziadny bod neudelujte ani za nedokazant hypotézu, ze ABDF je (rovnako ako ACEF) tetivovy
stvoruholnik, ani za dokaz, ze ABDO a ACEO su tetivové stvoruholniky.

® Vyplyva to z vypoctu |{ DFE| = 180° — |{EDF| — |{FED| = 180° — 2|{EDA| — 1|{AED| =
=180° — 1 (|£EDA| + |[£AED|) = 180° — (180° — |£DAE|) = 90° + 1|{DAE].
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4. Okolo kruhu je usporiadanych 70 zhasnutych Ziaroviek. Pre lubovolni skupinu Zia-
roviek sme schopni pripravit prepinad, ktory zmeni stav kaZdej Ziarovky z tejto skupiny
(zhasne rozsvieten€ a rozsvieti zhasnuté) a ostatné Ziarovky neovplyvni. Aky je najmensi
pocet prepinacov, pomocou ktorych je moziné rozsvietit lubovolni Stvoricu susednych
Ziaroviek (pricom ostatné budi zhasnuté)? (Martin Melicher)

Riesenie. Ocislujme ziarovky 1,2, ..., 70 v poradi po obvode kruhu. S ¢islami ziaroviek
budeme pocitat ,cyklicky“, t.j. ako so zvySkovymi triedami modulo 70 (takze napr.
68 + 3 je rovné 1). Pismenom i budeme oznacovat Iubovolné celé ¢islo od 1 do 70.
Spojenie ,rozsvietit dani skupinu ¢isel* bude znamenaf rozsvietit vSetky Zziarovky
s ¢islami z tejto skupiny a ziadne iné. V zaverec¢nej poznamke a pokynoch pre bodovanie
budeme pisat o ,,parnych“ a ,neparnych“ ziarovkach podla ich ¢isel.

Predpokladajme, Ze mame dant skupinu prepinacov, ktorou sme schopni rozsvietit
kazdu Stvoricu {i,i+1,7+2,i+3}. UkdZeme, Ze v takej skupine je aspon 68 prepinacov.

Kedze vieme rozsvietit obe stvorice {i,i+1,i+2,i+3} a{i+1,i+2,i+3,i+4},
spojenim oboch prislichajucich postupov docielime rozsvietenie dvojice {i,7+4}. Tym
padom vieme rozsvietit kazdu z dvojic

{i,i+4}, {i+4,i+8), {i+8,i+12},..., {i+68,i+172},

takze spojenim prislachajtcich postupov docielime rozsvietenie dvojice {i,i + 72}, t.j.
dvojice {i,i + 2}.

Zvolme teraz za d Tubovolné prirodzené ¢islo mensie ako 35. Kedze vieme rozsvietit
kazd z d dvojic

(i,i+2}, {i+2,i+4), {i+4,i+6}, ..., {i+2d—2,i+2d},

spojenim prislichajicich postupov docielime rozsvietenie dvojice {i,i + 2d}.

Ziskané dvojice {i,i + 2d} reprezentuju vsetky dvojprvkové mnoziny ¢isel (od 1
do 70) jednej parity. Kedze sme schopni rozsvietit kazda z nich, mézeme opakovanym
rozsvecovanim po dvojiciach rozsvietit [ubovolni mnozinu M C {1,...,70}, ktora
obsahuje parny pocet parnych ¢isel a zaroven parny pocet neparnych ¢isel (pocitame
aj prazdnu mnozinu M, ktort sme tiez schopni ,rozsvietit“). Uréime pocet vSetkych
takych mnozin M.

Pérne &isla od 1 do 70 tvoria 35-prvkovi mnozinu, ktord ma prave 234 podmnozin
s parnym poc¢tom prvkov.!?® Rovnako tak neparne éisla od 1 do 70 tvoria 35-prvkovii
mnozinu, ktord mé prave 23 podmnozin s parnym poétom prvkov. Hladany podet
mnozin M z predchadzajiceho odseku je preto 234 - 234 = 268,

Kedze dané skupina prepinacov umoznuje dosiahnut aspor
rozsvietenia, je v nej aspon 68 prepinacov,'! ako sme sltubili dokazat.

Ostava uviest priklad skupiny 68 prepinacov, ktorymi mozno rozsvietit kazdu
Stvoricu {i,i+1,7+2,i+3}. Za tym ucelom oznac¢me ako [p, ] prepinaé, ktory zmeni stav

268 réznych stavov

10 Pozri vzorové riesenie prikladu 6 z doméceho kola, pricom bolo dokézané, ze kazda n-prvkova
mnozina méa prave 27! podmno#in s parnym poétom prvkov.

1 Vo vzorovom rieseni prikladu 6 z doméceho kola bolo zdévodnené, Ze pouzitim k prepinac¢ov mozno
dosiahnut nanajvys 2* réznych stavov rozsvietenia.
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prave dvoch ziaroviek, konkrétne tych s cislami p a ¢q. Ukdzeme, Ze skupina 68 takych
prepinacov

[1,3], [2,4], [3,5], ..., [66,68], [67,69], [68,70]

nasmu zadaniu vyhovuje. Ur¢ite nimi rozsvietime ktortukolvek dvojicu {i,7+2} s dvoma
vynimkami, ked i = 69 a ¢ = 70.

Pouzitim prepinacov [1,3], [3,5], ..., [67,69] rozsvietime vo vysledku dvojicu
{1,69}, t.j. dvojicu {i,i + 2} pre i = 69. Podobne pouzitim prepinacov [2,4], [4, 6],
..., [68,70] rozsvietime dvojicu {i,7 + 2} pre ¢ = 70. Vieme teda rozsvietit kazda

dvojicu {i,i + 2}, a tym padom aj kazda Stvoricu {i,i + 1,7+ 2,7 + 3} (rozsvietime po
sebe dvojice {i,i + 2} a {i + 1,i + 3}).

Pozndmka. Pre int konstrukciu vyhovujicich 68 prepina¢ov mozno vyuzit priklad 6
domaceho kola, v ktorom sme vlastne zostrojili n—1 prepinacov pre mnozinu n ziaroviek
tak, aby nimi bolo mozné rozsvietit kazda skupinu s parnym poctom ziaroviek (nebolo
podstatné, ze v priklade bolo konkrétne n = 70 parne). Podla toho si tak teraz
pripravime 34 prepinacov pre nasich 35 parnych ziaroviek a 34 prepinacov pre nasich
35 neparnych ziaroviek. Kazda stvorica susednych ziaroviek je zrejme zlozena z dvojice
parnych a dvojice neparnych ziaroviek, je ju preto mozné rozsvietit.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho: 3 body za dokaz, Ze ak mozno rozsvietit kazda Stvoricu
susednych ziaroviek, tak mozZno rozsvietit lubovolnii skupinu Ziaroviek s parnym poc¢tom parnych
ziaroviek a parnym poc¢tom neparnych Ziaroviek; 1 bod za dokaz, ze takych skupin ziaroviek je 268 (je
mozné sa odvolat na tvrdenie z doméceho kola o pocte tych podmnozin danej mnoziny, ktoré maju
parny pocet prvkov); 1 bod za zd6vodnenie, Ze potrebujeme aspoii 68 prepinacov (je mozné sa odvolat
na argumentéciu z doméceho kola); 1 bod za priklad vyhovujtcej skupiny 68 prepinacov (mozno si

pritom pomdct odvolanim sa na konstrukciu z doméceho kola), ak je ale zdovodnené, Ze navrhnuta
skupina prepinacov je naozaj vyhovujuca.

Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek uplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uiplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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