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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia tloh doméceho kola kategorie B

1. Z cifier 0 az 9 vytvorime dvojciferné ¢isla AB, CD, EF, GH, I1J, pricom kazZdu cifru
pouZijeme prdve raz. Zistite, kolko roznych hodnot moze nadobudat sucet AB + CD +

+ EF + GH + IJ a ktoré hodnoty to su. (Zapisy typu 07 nepovaZujeme za dvojciferné
¢isla.) (Jaroslav Zhouf)

RieSenie. Hodnota skiumaného sucétu
S=AB+CD+FEF+GH+1J

zévisi iba od toho, ktorych péf cifier sa nachddza v zostavenych ¢islach na mieste
desiatok, a ktorych p#f na mieste jednotiek. Ak totiz uréime sucty cisel v oboch
spomenutych paticiach

S=A+C+E+G+1 a Sy=B+D+F+H+J,

budeme zrejme mat S = 1057 + Sy. Podla zadania tlohy s¢itance v oboch stctoch S;
a Sy spolu tvoria vSetkych 10 cifier od 0 po 9. Preto je sucet S7 + Sy rovnaky ako stucet
0+1+4...49, ktory je rovny 45. Plati teda Sy = 45 — 51, a tak pre sucet S dostavame
vyjadrenie

S =105 + S0 =105 + (45 — S1) = 95, + 45 =9 - (S1 + 5).

Pre rieSenie naSej tlohy staci podla posledného vzorca zistif, aké hodnoty moze
nadobudat sadet Sp. Je to sucet cifier A, C', E, GG, I na miestach desiatok piatich
dvojcifernych ¢isel, a tak to podla zadania méze byt sucet Tubovolnych piatich roznych
nenulovych cifier — zvy$nymi piatimi nezastipenymi ciframi (vratane nuly) potom totiz
mozeme akokolvek obsadif miesta jednotiek vytvaranych ¢isel. Pre stcet takych piatich
cifier zrejme plati

15=1+424344+5<A+C+E+G+I<5+6+7+8+9=35.

Presvedéime sa, ze sucet S; = A+ C + E + G + I moze nadobudat vSetkych 21 hodnot
v rozsahu 15 az 35. Napriklad hodnotu 16 dostaneme tak, ze v péitici 1, 2, 3, 4, 5 najvacsie
¢islo 5 zmenime na ¢islo 6. Takto mdzeme pokracovat v zviiéSovani suctu S; vzdy
o 1 tak dlho, az dostaneme piticu 1,2,3,4,9. Potom zacneme o jednotku opakovane
zviiéSovat Cislo 4, az dostaneme péticu 1,2,3,8,9. Podobne pokracujeme dalej, az
nakoniec dojdeme k pétici 5, 6, 7, 8,9. Postupne tak naozaj dostaneme kazdu celociselnti
hodnotu sa¢tu S; v rozsahu 15 az 35 (ktorych je 21).

Vdaka poslednému zisteniu podla skor odvodeného vzorca S =9 - (S; + 5) pricha-
dzame k zaveru, Ze skimany sucet AB+ CD + EF + GH + IJ mdze nadobudat prave
21 hodnoét, ktorymi st nasobky deviatich v rozsahu od 180 po 360 (hrani¢nti hodnotu
sme spocitali ako 9 (15+5) =180 a 9- (35 + 5) = 360).
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Z dvoch roznych cifier A, B vytvorime dvojciferné ¢isla AB a BA. Dokazte, ze ich
rozdiel je delitelny 9. [AB — BA=(10-A+ B) — (10- B+ A) =9(A — B) ]

N2. Situéciu zo sutaznej ulohy ,zmensime“. Z cifier 1, 2, 3, 4 vytvorime dvojciferné ¢isla
AB, CD, pricom kazdu cifru pouzijeme prave raz.
a) Najdite najmensiu mozna a najviacsiu moznt hodnotu AB + CD.
b) Zistite najmensi mozny kladny rozdiel dvoch takto vytvorenych éisel AB + CD.
[a) Minimum je 37, maximum je 73. Minimum, resp. maximum dostaneme, ked umiest-
nime najmensie cifry 1 a 2 na pozicie desiatok, resp. na pozicie jednotiek. b) 9. Kazdé
vytvorené ¢islo AB + C'D déava po deleni deviatimi rovnaky zvysok ako ¢islo A+ B +
+C+ D rovné 14+ 2+ 3+4 = 10, dava teda zvysSok 1. Preto je rozdiel kazdych dvoch
vytvorenych &isel AB + CD delitelny deviatimi, teda hladané minimum je kladnym
néasobkom ¢isla 9. Ze to nie je viac ako 9, ukazuje priklad (12 + 43) — (12 + 34) = 9.]

N3. Z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6 vyberieme tri rozne. Zdovodnite, Ze ich stcet moze nadobudat
ktorukolvek celo¢iselntt hodnotu od 6 do 15. [N4jst najmensiu a najvic¢siu hodnotu
nestac¢i. Je nutné opisat, ako skonstruovat ktorykolvek pripustny sucet, napriklad 13.
Opis moze vyzerat ako algoritmus, ktory prejde vetky sucéty od 6 do 15. Ked za¢neme
s trojicou 1, 2, 3, mozeme ¢islo 3 opakovane zvicésovat o jedna tak dlho, az dostaneme
trojicu 1, 2, 6. Potom za¢neme zvicSovat ¢islo 2, az dostaneme 1, 5, 6. Nakoniec budeme
zvédSovat éislo 1, az dostaneme 4, 5, 6, ¢im celkovo prejdeme vSetky ¢isla od 6 do 15.]

D1. Janko mé tri karticky, na kazdej je ind nenulové cifra. Stcet vSetkych trojcifernych éisel,
ktoré mozno z tychto kartic¢iek zostavit, je ¢islo o 6 vicsie ako trojnasobok jedného
z nich. Aké cifry st na kartickich? [61-C-II-2]

D2. Najdite vSetky osemciferné cisla také, z ktorych po vyskrtnuti niektorej Stvorice su-
sednych cifier dostaneme Stvorciferné ¢islo, ktoré je 2019-krat mensie. [68-B-I-1]

2. Akd je najvicsia moznd hodnota vyrazu xy — 23y — xy>, ak si x, y kladné redlne
¢isla? Pre ktoré x, y sa tdto hodnota dosahuje? (Méria Domanyova, Patrik Bak)

Riesenie. Z tpravy daného vyrazu V na sacin
V=xy -2’y —ay’ =ay- (1-2°—y?)

najskor vidime, Ze ak je ¢initel 1 — 22 — y? zaporny, je zadporny aj vyraz V. Preto dalej
sta¢i uvazovat iba také kladné x a y, pre ktoré plati 1 — 22 — y2 > 0, ako sa stane
napriklad pre x =y = %, vSeobecnejsie pre lubovolné x, y blizka nule.

Vdaka uéinenému obmedzeniu mozeme hodnotu V odhadnit zhora tak, Ze naj-
skor odhadneme stéin zy podla znamej AG-nerovnosti, ktord je dokdzand v navodnej
alohe 1. V nej polozime u = 22 a v = y?. Dostaneme tak nerovnost zy < %(1’2 + ?).
Z nej po vynasobeni oboch stran kladnym é&islom 1 — 22 — 32 dostaneme horny odhad

V=ay - (1-2°—y") S S(2°+y) - (1- (2" +47)). (1)

N | =

Ked teraz oznac¢ime t = z? + y?, ostdva nadm ndjst maximum kvadratickej funkcie
f(t) = t(1 —t) pre t € (0,1). Toto maximum je mozné najst opitovnym pouzitim
AG-nerovnosti. Tentoraz v nej zvolime (opit kladné) hodnoty uw =t a v = 1 — ¢, pri¢om
t = 2? + y%. KedZe v+ v = 1, m4 AG-nerovnost tvar /t(1 —¢) < 3, z ktorého po
umocneni na druht dostaneme #(1 —¢t) < 1. Po dosadeni t = 22 + y* tak vychadza

(IL'2 _|_y2) 3 (1 o (.ZL‘2 +y2)> g

AN

Z odhadu (1) teda vyplyva V < % . i = %.
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Je najdené cislo % moznou hodnotou vyrazu V? A ak ano, pre ktoré pripustné
dvojice z, y sa dosahuje? Odpoved nam poskytne predchadzajici postup. Podla neho
dosiahneme rovnost V' = % prave vtedy, ked v oboch uplatnenych AG-nerovnostiach
nastane rovnost. Ako je zndme, bude to tak prave vtedy, ked bude platit u = v pre obe
vyuzité dvojice ¢isel u, v. V naSej situdcii sa jedna o rovnosti 22 = y? at =1 —t pre
t = 22 +y2. Ekvivalentna podmienka z2 = y? = % zodpoveda jedinej pripustnej dvojici
(@) = (3.2).

Zaver. Najviacsia mozna hodnota daného vyrazu je %. Vyraz ju nadobuda pre jedina
dvojicu (z,y) = (3, 3)-

Pozndmka. Obe v rieSeni vyuzité nerovnosti

Ty =

A

(#* +9?) a t(1—1t)<

DN |

mozno bez odkazu na AG-nerovnost lahko dokazat ipravami ,na Stvorec®, t.j. prepisom
do ekvivalentnych tvarov

1 1
5(1‘ —4)%2 20, resp. t— 2 > 0.

Z nich tiez vyplyvajui nutné a postacujice podmienky pre pripady rovnosti, t.j. x =y,
resp. t = % (ako aj platnost oboch nerovnosti pre Iubovolné reédlne éisla x, y, ¢t bez
ohladu na ich znamienka).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte, %e pre lubovolné nezaporné redlne ¢&isla u, v plati nerovnost \/uv < %(u +v),

2
pritom rovnost v nej nastane prave vtedy, ked v = v. [Zrejme plati (\f — ﬁ) > 0.

Po roznésobeni lavej strany tito nerovnost prepiSeme na tvar u — 2y/uv +v = 0, ¢o
napokon upravime na pozadované y/uv < %(u—kv). Rovnost v tejto nerovnosti nastane
prave vtedy, ked \/u — /v = 0, o je ekvivalentné \/u = \/v, teda aj u = v. Pozndmka.
KedZe vyraz na lavej strane nerovnosti je geometrickym priemerom dvoch nezapornych
realnych cisel u, v a vyraz na pravej strane je ich aritmetickym priemerom, nazyva sa
uvedena nerovnost nerovnostou medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dvoch
nezdpornych redlnych d&isel, skratene AG-nerovnost. Podobna rovnako pomenovand
nerovnost plati aj pre n-tice nezdpornych ¢isel.]

N2. Najdite najvicsiu hodnotu vyrazu a) t(1 —t), b) uv(l —uv), ¢) (u? +v2)(1 —u? —v?).
Vo vsetkych vyrazoch pismend oznacuju lubovolné redlne ¢isla. [a) %. Ak st obe ¢isla
t a 1 — t kladné, napiSte pre ne AG-nerovnost. Rozmyslite si pripady, ked nie st obe
¢isla kladné. Alternativne moznostou je Gprava na $tvorec: t(1 —t) = i — (% —t)2.
b) %. Substitucia t = uv vedie na pripad a). c) %. Substittcia t = u? + v? vedie na
pripad a).]

D1. Pre realne c¢isla a, b najdite najvacsiu mozni hodnotu vyrazu

ab
a? 4+ b2’

[Maximum je % (pre a = b). Urcite sa sta¢i obmedzit na pripad, ked a > 0 a b > 0.
Pouzite AG-nerovnost pre dvojicu ¢&isel a? a b2. Inak je mozné vyjst z nerovnosti
(a — b)? = 0, upravenej na tvar 2ab < a? + b2.]
D2. Pre nezaporné realne cisla a, b plati a + b = 2. Urcte najmensiu a najviacsiu moznu
hodnotu vyrazu
a? + b2

T oab+1°



[68-B-1I-1]

D3. Dokézte, ze pre fubovolné reélne ¢isla a, b, ¢ plati a? +b2 +c? 2> ab+bc+ ca. [Séitanim
troch nerovnosti a2 + b2 > 2ab, b2 + c2 > 2bc, c? + a? = 2ca ziskame nerovnost, ktori
potom staéi vydelit dvoma.]

D4. Pre nezaporné realne ¢&isla a, b plati a? + b2 = 1. Uréte najmensiu aj najvicsiu mozni
hodnotu vyrazu

v a* +b* +ab+1

N a+b ’

[68-B-1-4]

3. V ostrouhlom trojuholniku ABC si AA’ a BB’ jeho vysky. Kolmy priemet bodu A’
na vysku BB’ oznacme D. Predpokladajme, Ze kruznica prechddzajica bodmi B, C, D
pretina stranu AC v jej vnitornom bode E. Dokdzte, Ze |DE| = |AA'|. (Patrik Bak)

RieSenie. Vysky AA’ a BB’ lezia vnutri trojuholnika ABC, lebo je podla zadania
ostrouhly. Preto pre pravouhlé trojuholniky AA’C a BB’C plati, Ze ich uhly pri
vrcholoch A, resp. B (vyznacené na obr.1) maju ta istt velkost 4/, ktora dopliia
zvyCajne znaceny uhol ~ pri vrchole C' do 90°. Z pravouhlého trojuholnika BB'C
s bodom A’ vnutri prepony BC dalej vyplyva, Ze jeho kolmy priemet D je vnitornym
bodom odvesny BB’. Preto mé velkost 7/ aj uhol A’BD, ¢ize CBD.

A

Obr. 1

Podla zadania je bod E vnutornym bodom strany AC, ktory lezi na kruznici
opisanej trojuholniku BDC. Obluk BDC' tejto kruznice lezi v polrovine BC A, takze
bod E lezi na tomto obliku, a to medzi bodmi D a C, lebo bod D je vnutornym
bodom polroviny ACB. Preto je Stvoruholnik BCED konvexny a tetivovy. Kedze ma
pri vrchole B ostry uhol velkosti 4/, mé pri protilahlom vrchole E tupy uhol velkosti
180° — 4. K nemu vedlajsi uhol AED ma teda velkost 7/, ako je tieZ vyznacené na
obr. 1. Ukazeme, Ze to uz nam staci na zelany dokaz zhodnosti vyfarbenych tseciek DFE
a AA'.

Priamky AC' a A’ D st rovnobezné, pretoze st obe kolmé na vysku BB’. Ozna¢me d
ich vzdialenost. DIzky oboch sktimanjch tse¢iek potom mézeme vyjadrif rovnakym
zlomkom d/sin~y’ (ako je zrejmé z obr.2). Tym je rieSenie tlohy ukoncené.
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Obr. 2

Poznamka. Bez pouzitia trigonometrie mozno rieSenie dokoncéit iivahou o prieseéniku X
useciek AA" a DE. Vdaka zhodnym uhlom FAX, AEX aj k nim striedavym uhlom
XA'D, XDA’ st trojuholniky AEX a A’DX rovnoramenné so spoloénym hlavnym

vrcholom X.

Platia preto rovnosti |[DX| = |A'X| a | XE| = |XA|, ich séitanim uz

dostaneme potrebny vysledok |[DE| = |AA'|.

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

Ostrouhly réznostranny trojuholnik ABC je svojimi vyskami rozdeleny na Sest neprek-
ryvajucich sa trojuholnikov. Zistite, ¢i niektoré z nich st podobné. Ak ano, existuju
medzi nimi tri navzajom podobné trojuholniky? [Kazdy trojuholnik je podobny s préve
jednym z ostatnych piatich trojuholnikov. Vyuzite to, Ze sa jednd o pravouhlé troj-
uholniky, ktorych ostré vnttorné uhly pri stranach trojuholnika ABC doplhaji jeho
vnatorné uhly do 90°.]

Na kruznici so stredom O st dané body B a C' také, ze | BOC| = 120°. Zvolme bod A
na dlhsom obliku BC' a oznaé¢me |£ AOB| = 6.

a) Zistite velkost uhla BAC, ked 6 = 140°.

b) Zistite, ako mame volit uhol d, aby bol uhol BAC' ¢o najvicsi.

¢) Na kratsom obluku BC' zvolime bod A’. Zistite, ako mame volit polohy bodov A,
A’ (oba lezia na danej kruznici), aby stéet | BAC| 4 |£BA’C| bol ¢o najvidsi.

[V rovnoramennych trojuholnikoch BOC, COA a AOB spocitajte uhly, alebo ich
vyjadrite v zavislosti od uhla 8. V a) vyjde | BAC| = 60°, rovnako ako v b) nezavisle
na volbe §. V ¢) vyjde stiéet 180° nezavisle na polohe bodu A alebo A’. Tvrdenie ¢) mé
zname zovseobecnenie: Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked sucet velkosti jeho
protilahlych uhlov je 180°.]

V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me A’, B’, C' péty jeho vy$ok a H jeho ortocen-
trum (priese¢nik vysok AA’, BB’, CC’). N4jdite vSetkych 6 tetivovych stvoruholnikov
s vrcholmi v bodoch A, B, C, A’, B’, C’, H. [Hladajte pravé uhly a Téalesove kruz-
nice: Body A’, B’ lezia na Téalesovej kruznici nad priemerom AB, takze $tvoruholnik
ABA’B’ je tetivovy a podobne BCB'C’ a CAC'A’. Body B’, C’ lezia na Talesovej
kruZnici nad priemerom AH, takZe Stvoruholnik AB’HC’ je tetivovy a podobne
BC'HA' a CA’HB']

V rovine st dané kruznice m a n, ktoré sa pretinaju v bodoch K a L. Na kruznici m
lezia body A, D, K, L a na kruznici n lezia body B, C, K, L v tychto poradiach,
pricom body A, L, B lezia na priamke a body C, K, D lezia na inej priamke v tychto
poradiach. Dokazte, ze AD || BC. [Oznaéme |{LBC| = fB. Potom |{LKC| =
=180° — 83, |{LKD| = B a|{LAD| = 180°—f. Z rovnosti | LBC|+|£LAD| = 180°
vyplyva AD || BC']

Zvolme Tubovolné body A’, B’, C’ vnutri stran BC, C A, AB trojuholnika ABC'. Do-
kézte, Ze kruznice opisané trojuholnikom AB’C’, BC'A’, CA’ B’ sa pretinaju v jednom
bode. [O prieseéniku dvoch kruznic ukdzeme, ze lezi na tretej kruznici. Oznac¢me M
napriklad priese¢nik kruznic opisanych trojuholnikom AB’C’ a BC’'A’ a predpokla-
dajme, ze bod M lezi vnutri trojuholnika ABC'. Z tetivového stvoruholnika AC’ M B’
vyplyva rovnost |{CB' M| = |£AC’ M]|. Z tetivového stvoruholnika BA’ M C’ vyplyva
rovnost |£AC'M| = |ABA’M]|. Spolu dostdvame rovnost |{CB'M| = |ABA’'M|,
takze Stvoruholnik CB’M A’ je tetivovy. Podobne sa rozobert pripady, v ktorych bod
M lezi zvonka trojuholnika ABC. Bod M sa v literattire oznacuje terminom Miquelov
bod.]



4. Zistite, pre ktoré hodnoty redlneho parametra k ma sustava rovnic

|l + 6| + 2|y| = 24,
|z +y| + [r —y| =2k

nepdrny pocet rieseni v obore redlnych cisel. (Pavel Calabek)

RieSenie. Vsimnime si, ze ked je dvojica (z,y) rieSenim ststavy, je nim aj dvojica
(z, —y). RieSenia teda typicky ,prichddzaju po dvoch“. Napriklad keby bola dvojica
(z,y) = (2,8) rieSenim, bude nim aj dvojica (2, —8). Len v pripade, ked y = —y, ¢ize
y = 0, nie st také dve riesenia (z,y) a (z, —y) navzajom rdzne.

Dané ststava tak méze mat neparny pocet rieSeni iba v pripade, ked pre y =0
existuje z spliiajice obe rovnice. V takom pripade sa prva rovnica zjednodusi na
|x + 6| = 24, takze nutne je bud x = 18, alebo x = —30. Z druhej rovnice potom
vyplyva, ze dvojica (18,0) je rieSenim pre k = 18 a dvojica (—30,0) je rieSenim pre
k = 30. V oboch pripadoch neexistuje ziadne iné riesenie (x,y), pre ktoré je y = 0,
takze ststava ma neparny pocet rieSeni ako pre k = 18, tak aj pre k = 30, pokial vSak
pre tieto dve k nie je rieSeni nekonecne vela. Skutoc¢nost, Ze zadand ststava méa iba
kone¢ny pocet rieseni, vyplyva (aj pre vSeobecné k) z toho, ze kazdé z nich je rieSenim
jednej zo 16 sustav, ktoré dostaneme, ked v ,neurcitej* ststave

+(z +6) £ 2y = 24,
trx+y) £(x—y) =2k

akokolvek vyberieme znamienka. Vysvetlime teraz, ze kazda z tychto 16 ststav ma prave
jedno rieSenie. Lava strana druhej rovnice je totiz rovna jednému zo Styroch vyrazov
+2x alebo £2y, preto pri danom k druhé rovnica vedie vzdy k jednozna¢nému urceniu
. . 7 v . % v /7 /7 AV 7 U /. /.
jednej z nezndmych z ¢i y, zatial ¢o druhd neznama mo6ze mat Tubovolni hodnotu — ta
potom zrejme jednoznacne urcime z prvej rovnice po dosadeni urcenej hodnoty prvej
neznamej. Preto m4 stistava rovnic zo zadania tlohy vzdy nanajvys 16 rieSeni.!

Zaver. Hladané hodnoty parametra k st prave dve, a to ¢isla 18 a 30.

Iné riesenie. V rovine zvolime kartezidnsku ststavu stradnic Oxy a pozrieme sa, ako
geometricky vyzerd mnozina bodov [z,y] prislichajicich prvej rovnici a ako mnozina
bodov [x,y| prisluchajucich druhej rovnici. Prienik tychto dvoch mnozin potom bude
tvoreny prave tymi bodmi [x,y], ktoré zodpovedaju rieSeniam zadanej sustavy.

Rozborom znamienok vyrazov v absolutnej hodnote (pozri obr.3) Tahko zistime,
Ze pre prvu rovnicu sa jedna o hranicu kosostvorca so stredom v bode [—6, 0], ktorého
vrcholy st v bodoch [18,0], [—6,12], [-30,0] a [—6, —12]. Napriklad v oblasti, ktora je
vymedzend nerovnostami . +6 < 0 a y = 0, rovnica zodpoveda priamke —x — 6 + 2y =
= 24 a vyhovujice body tak vytvoria tsecku, ktort tato priamka na danej oblasti
vytina. Analogicky postupujeme vo zvys$nych troch oblastiach.

! To je samozrejme velmi hruby, aj ked v dany moment dostatoény odhad. Podla grafického postupu,
ktory dalej opiSeme, sa lahko zisti, Ze najviacsi pocet rieSeni je rovny &islu 8, a to pre k € (10,12).
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r+6=0

T+620
y20

x+6+2y=24

X

Pre druhti rovnicu najskor zdoraznime, ze dalej budeme uvazovat iba kladné hod-
noty parametra k. V pripade k < 0 totiz zrejme ziadna dvojica (z,y) vyhovujica druhej
rovnici neexistuje, takze pocet rieSeni sustavy je rovny parnemu ¢islu 0. V pripade £ = 0
je to rovnako tak, lebo z druhej rovnice vtedy vyplyva (z,y) = (0,0), avSak tato dvojica

nespliia prvi rovnicu.

Pre kazdé k > 0 podobnym rozborom ako pri prvej rovnici zistime (obr.4), Ze
mnozina bodov prislichajtcich druhej rovnici je tvorena hranicou Stvorca so stredom

18

T +6— 2y =24

r+620
y=0

v podiatku, ktorého vrcholy st v bodoch [k, k|, [k, k|, [—k, —k] a [k, —k].

\\\ z+y20pY ///
A r—y=0 e
N /
\ /
Ny /
N y=~k
r=—k \\\ k/// x+y§0
NV x—yZQ
:C—l—ySO _k// \\ k a;
> p N —k
$—y§0 // O_k\\l'
//yz—k \\\
/ h
/// r+y=0
/ r—y=0 \\\
Obr. 4

Predstavme si teraz, ze do prvého obrazka s ,pevnym® kosostvorcom zacneme
prikreslovat ,premenlivy® Stvorec, ktory sa bude menif podla toho, ako parameter k
bude prebiehat interval vsetkych kladnych ¢isel (pozri obr. 5 pre hodnotu k = 8).
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Obr. 5

Nasou tlohou je najst vSetky tie hodnoty k& > 0, pri ktorych buda mat hranice
oboch $tvoruholnikov neparny pocet spoloénych bodov (nazyvajme dalej priesecnikov).
Oba utvary st stimerné podla stradnicovej osi x, takze pocet priese¢nikov nad osou x
bude rovnaky ako pocet priesecnikov pod osou z. Zaujimaji nas preto iba tie hodnoty
parametra k, pre ktoré existuje priesecnik na osi x. To nastane iba pre k = 18 a k = 30.
V pripade k£ = 18 budu v celej rovine zrejme existovat celkom tri priese¢niky, v pripade
k = 30 iba jeden.

Rovnako ako v prvom rieseni prichddzame k zaveru, ze k = 18 a k£ = 30 st jediné
dve hladané hodnoty.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

V kartezidnskej stustave stradnic Ozy znézornite mnozinu vSetkych bodov [z, y], kto-
rych stradnice spliiaji rovnicu a) |z| + |y| =7, b) |z — 3| + |y| = 7, ¢) |z| + 2|y| = 10.
[a) V kazdom zo Styroch kvadrantov dostaneme rovnicu priamky, celkovou mnozinou
je hranica stvorca s vrcholmi v bodoch [7,0], [0, 7], [-7,0], [0,—7]. b) Hranica $tvorca
posunuté o vektor (3,0) oproti §tvorcu z ulohy a). ¢) Hranica koso$tvorca s vrcholmi
v bodoch [10, 0], [0, 5], [-10, 0], [0, —5].]

Rozmyslite si, ako v kartezidnskej ststave stradnic Oxy vyzerd mnozina vsetkych
bodov [z, y], ktorych stradnice spliajt

a) ¢z < y a zéroven xz = —vy,

b) x £ y a zarovet x = —y a zaroven |z + y| + |z — y| = 10.

[a) Jednd sa o prienik dvoch polrovin s hraniénymi priamkami x = y, resp. x = —y.
Vyslednd mnozina je pravy uhol s vrcholom v poéiatku a vnatornym bodom [0, 1]. b) Po
odstraneni absolitnych hodnét dostanete rovnicu priamky. Prienikom tejto priamky
s uhlom z tlohy a) je tisec¢ka s krajnymi bodmi [—5,5] a [5, 5].]

Zdovodnite, preco pre lubovolni hodnotu redlneho parametra k& mé ststava rovnic

|z + 6] + 2[y| = 24,
|z + 6]+ |yl =k

parny pocet rieSeni v obore redlnych ¢isel. [Obe zodpovedajice mnoziny bodov (hranice
kosoStvorca a Stvorca) st sumerné podla osi x. Teda pre kazdé riesenie (z,y) tejto
ststavy rovnic je aj dvojica (x, —y) jej rieSenim. Ak teda pre kazdé rieSenie (x,y)
plati y # 0, mé ststava parny pocet rieseni (hranice $tvorca a kosoStvorca nemézu
mat nekonecne vela spolo¢nych bodov). Ak naopak m4 sdstava riesenie tvaru (z,0), je
nutne k = 24. Potom existuju prave dve riesenia (—30,0) a (18,0).]

Uréte vsetky dvojice (a,b) redlnych parametrov, pre ktoré mé sistava rovnic

|z| +y = a,
2yl —xz=b



prave tri riesenia v obore redlnych cisel, a pre kazdt z nich tieto rieSenia urcte.
[66-B-1-2]

D2. Pouzitim grafickej metédy a dalej potom vypoctom urcéte vsetky redlne rieSenia stustavy
rovnic

pri¢om p je redlny parameter. [13-A-II-3]

5. Dany je pravidelny sedemuholnik ABCDEFG. Kolmica vedend bodom D na
priamku DE pretina priamky CG a AB postupne v bodoch P a Q). Dokdzte, Ze |AQ| +
+ |EF| =|GP)|. (Marian Poturnay)

Riesenie. Uvazovand kolmica na stranu DFE vztyc¢ena v bode D najskér pretne
v bode P uhlopriecku C'G a potom ,opusti“ dany sedemuholnik vo vnitornom bode @)
jeho strany AB (obr. 6 vlavo). Aby sme usecky v dokazovanej rovnosti |GP| = |EF| +
+|AQ)| dostali k sebe ,blizsie“, zamenime v nej stranu E'F' zhodnou stranou G A. Budeme
tak dokazovat ekvivalentni rovnost

|GP| = |GA[ +[AQ| (1)

pre dlzky troch stran stvoruholnika AQPG. Postup, ktory pritom zvolime, nAm zaroven
dosved¢i, ze naozaj plati |GP| > |AQ)| (ako obr. 6 napovedd).

A

Obr. 6

Use¢ky GP a AQ st v prvom rade rovnobezné, lebo st obe kolmé na ta istd os
sumernosti celého sedemuholnika, ktorou je spolo¢na os strany AB a uhlopriecky C'G
(obr.6 vpravo). Ind os stmernosti celého sedemuholnika, konkrétne os strany DFE,
prechédza vrcholom A a je rovnobeznd s priamkou PQ. Kedze navyse lezi v polrovine
PQG, pretina tato os uhlopriecku C'G v bode, ktory lezi medzi bodmi P, G a ktory
ozna¢ime A’ (obr. 6 vlavo). Vdaka A’ € GP plati rovnost |GP| = |GA'| 4| A’ P|, navySe
z relacii A'P || AQ a PQ || A’ A vyplyva, ze §tvoruholnik AQP A’ je rovnobeznik, a teda
|A’P| = |AQ)|. Rovnosti z poslednej vety dokopy znamenaju, ze

|GP| = |GA"| +]AQ)|.
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Tymto vysledkom je nerovnost |GP| > |AQ| potvrdena. Vyznamnejsie pre nas je vSak
porovnanie s rovnostou (1), ktort mame dokdzat. Vidime, Ze takd tlohu splnime,
akonahle overime rovnost |GA| = |GA’|. Rovnoramennost trojuholnika AA'G vsak
vyplyva zo zhodnosti troch uhlov vyznacenych na obr.6 vlavo: uhly QAA’, AA'G su
striedavé uhly medzi rovnobezkami AB, CG a zhodnost uhlov QAA’, GAA’ vyplyva
z toho, Ze polpriamka AA’ ako os stmernosti celého sedemuholnika rozpoluje jeho
vnutorny uhol GAB.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Rozmyslite si, ze pravidelny sedemuholnik je osovo simerny a kazda jeho uhlopriecka je
rovnobeznd s niektorou z jeho stran. [Os ktorejkolvek strany sedemuholnika je jeho osou
sumernosti. Rovnobeznost vybranej uhloprie¢ky s vhodnou stranou dokazte z osovej
stimernosti.]

D1. Majme ostrouhly trojuholnik ABC so standardne oznacenymi uhlami. Predpokla-
dajme, e plati |AB| < |AC|. Na strane AC' zvolme bod D tak, aby platilo |[{CBD| =
= (B — ). Dokéite, ze |AB| + |CD| = |AC|. [Dokaite, ze |AB| = |AD|. Na to staci
overit rovnost | ABD| = |{ ADB|.]

D2. V obdizniku ABCD plati |AB| = 3|BC| a na strane CD je zvoleny bod E tak, ze
|BC| = |CE|. Dokazte, ze | BAC|+|4{ BAE| = 45°. [Obdlznik ABC D s uhloprie¢kou

D B C

A : : B

AC zobrazte v osovej simernosti podla AB. Bod C sa zobrazi na C’. Dokazte, ze
trojuholnik AC’FE je rovnoramenny a pravouhly. ]

D K C
| |
A — B
|
|
1 1 C/

6. Na pldne s rozmermi 12 x 12 stvorcekov sa nachddza lod tvorend ésmimi polickami
pozdlz obvodu §tvorca 3 x 3 (na obr. 7 je vyznacend sivou farbou). Na kolko najmene;j
policok treba vystrelit, aby sme s istotou zasiahli lod aspon raz? (Jozef Rajnik)

Obr. 7

RiesSenie. V prvej Casti rieSenia vysvetlime, preco v kazdom Stvorci 4 x 4, ktory je
¢astou daného planu 12 x 12, musia byt zasiahnuté vystrelom asponi dve policka.

Uvazujme [ubovolny taky Stvorec 4 x 4. Lod, ktort v nom umiestnime ako na obr. 8
do lavého horného rohu Stvorca, neohrozi vystrel na ktorékolvek z 6smich policok, ktoré
st na obrazku oznacené bodkou.
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Obr. 8

Ked zopakujeme tuto iivahu pre lode umiestnené do zvysnych troch rohov daného
Stvorca 4 x 4, oznac¢enie bodkou zrejme ziska vSetkych jeho 16 policok. (Na to iba staci
obr. 8 pootod¢it v jednom smere o 90°, 180° a 270°.)

Tvrdenie z prvej vety nasho rieSenia je tak dokdzané. Dopliime ho (len pre zau-
jimavost) o zrejmé konstatovanie, Ze dvoma vhodnymi vystrelmi na Stvorec 4 x 4 uz
v iom akokolvek umiestnent lod aspon raz zasiahneme.?

Teraz sa uz budeme venovat celému Stvorcu 12 x 12. Ten zrejmym spoésobom
rozdelime na 9 neprekryvajucich sa stvorcov 4 x 4. Ako uz vieme, v kazdom z nich
musime vystrelif na aspon dve policka, takze v celom Stvorci 12 x 12 musime vystrelit
na aspon 9 - 2 = 18 policok. Aj ked vieme, ze pre kazdy Stvorec 4 x 4 dva vystrely
stacia, zaver o tom, ze 18 vystrelov staci pre cely Stvorec 12 x 12, predchadzajica tivaha
eSte zdaleka nedokazuje! Lod moZno totiz umiestnit tak, aby nelezala celd v ziadnom
z deviatich zostrojenych stvorcov 4 x 4.

Spomenutt hypotézu o dostatoénom pocte 18 vystrelov je nutné zdovodnit, najjed-
noduchsie (jednym) prikladom vyhovujtcej volby 18 zasiahnutych poli¢ok, ktort mozno
najst ,cestou pokusov a omylov“. Takych prikladov je vela — na obr.9 si uvedené tri
z nich, ktoré st navyse nie¢im zaujimavé.

X
X XX X XX X X X X X
X X X X X X
X
X X X XX X X X
X X X X XX X X
X
X X X X X X
X XX X X X XX X X X
X
Obr. 9

Vystrely v prvom priklade st siimerné podla oboch diagonél, v druhom a tretom
podla stredu celého $tvorca. Navyse v prvych dvoch prikladoch je bez zasahu polovica
riadkov aj polovica stipcov. V trefom priklade nie st zasiahnuté ziadne dve policka
so spoloénou stranou. Naopak priklad, ked zasiahnuté policka tvoria devit dvojic
sa spolo¢nou stranou, dostaneme jednoduchou tupravou obrazka uprostred: ,rusiva‘
dvojicu zasahov stredového stvorca 2 x 2 v nom dame pod seba.

Pozndmka. OpiSme predsa len postup, ako priklad vyhovujicej volby 18 vystrelov
pomerne lahko zostrojit a ako stcasne overif jeho spravnost bez toho, aby sme pri
sktiske museli s lodou ,,cestovat” po celom plane 12 x 12.

2 Opisu vetkych vyhovujtcich dvojic zasahov Stvorca 4 x 4 venujeme dopliiajicu tlohu D2.
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Nazvime stredovgm polickom (umiestnenej) lode to policko, ktoré lezi uprostred
Stvorca 3 x 3, v ktorom sa lod nachadza. Je zrejmé, zZe stredovymi polickami lodi mozu
byt prave policka vnatorného Stvorca 10 x 10 daného planu 12 x 12. Tento Stvorec
oznac¢ime C. Dve (roézne) policka planu nazveme susedné, ak maju spolo¢ny aspon jeden
vrchol.

Pri vyhovujicej volbe zasiahnutych poli¢ok nemoze Ziadne z nich, ktoré lezi vo
Stvorci C, zostat ,osamotené“, t.j. musi sa vystrelit aj na niektoré z dsmich s nim
susediacich poli¢ok. Obmedzme preto nasu konstrukciu iba na tie volby 18 vystrelov,
ktorymi bude zasiahnutych 9 dvojic susednych policok vo S§tvorci C. Na obr.10 st
uvedené priklady dvoch takych dvojic. Vzdy ked sa bude jednat o dvojicu poli¢ok
so spolo¢nou stranou, zasiahnuté bude (aspon raz) kazda lod so stredovym polickom
z utvaru zhodného s vykreslenym ttvarom U. Pri dvojiciach policok s jedinym spoloc-
nym vrcholom budi zasiahnuté vsetky lode so stredovym polickom z ttvaru zhodného
s utvarom V.

Obr. 10

Z predchadzajucich tvah vyplyva, Ze nasou tlohou je rozmiestnit devdit utvarov do
celého planu 12 x 12 tak, aby kazdy z nich bol zhodny s U alebo V a aby v ich zjednoteni
lezal cely vnutorny stvorec C. Priklady takych rozmiestneni, ktoré zodpovedaji trom
prikladom, ktoré sme uviedli v zavere riesenia na obr. 9, vidite na obr. 11. Do jednotli-
vych ttvarov sme prikreslili aj dvojice prisliachajicich zasahov.

X
X XX X XX X X X X X
X X X X X X
X
X X X XX X X X
X X X X1 XX X X
X
X X X X X X
X XX X X X XX X X X
X

Obr. 11

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Sufazna tlohu ,zmensime“. VyrieSte postupne tri ulohy, v ktorych plan 12 x 12
nahradime pldnom a) 4 x 4, b) 5 X 5, ¢) 6 X 6. [V tlohach a) aj b) stacia dva vystrely,
v ¢) Styri vystrely. Plan 6 x 6 rozdelte na neprekryvajuce sa Stvorce 3 X 3.

D1. Na pléne s rozmermi 6 X 6 stvoréekov sa nachadza lod tvaru $tvorca 2 x 2. Zddvodnite,
Ze treba najmenej 9 vystrelov, aby sme mali istotu, Ze sme lod zasiahli. [Plan 6 X 6
rozdelte na 9 neprekryvajtcich sa Stvorcov 2 x 2.]

D2. Urdéte, kolko je vSetkych dvojic poli¢ok daného $tvorca 4 x 4, ktorych zasahom do-
siahneme s istotou aj zasah lode zo zadania stfaznej ulohy, ktorad je v tomto Stvorci
akokolvek umiestnena. [Je ich 34. VSetky vyhovujtce dvojice policok rozdelte do troch
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D3.

D4.

D5.

skupin podla toho, kolko je v nich poli¢ok vnutorného §tvorca 2 x 2 (policka A, B,
C, D na obréazku vlavo). Potom dokazte: V jednej skupine su vSetky dvojice poli¢ok
z kvarteta I = {A, B, C, D}. V druhej skupine st vSetky dvojice tvorené vzdy jednym
polickom X € K a jednym z piatich policok Y ¢ K, ktoré maju s X asponi jeden
spolo¢ny vrchol — pre policko X = A st na obrazku vlavo vyznacené bodkou. V tretej
skupine su prave také dvojice policok, ktoré si na obrazku vpravo oznacené réznymi
Cislami jednej parity.

W
[\)

°|AB
C|D

313

Hladany pocet je tak rovny 6 +4-5+2-2-2 = 34]]

Dokézte, ze podmienku sttaznej tlohy je nemozné splnit tak, Ze cely plan 12 x 12
rozdelime na 9 stvorcov 4 x4 a potom v kazdom z nich vystrelime na dve policka, a to na
rovnakych dvoch miestach vo v8etkych 9 $tvorcoch. [Oznaéime rovnakym z pismen A,
B tie zasiahnuté policka, ktoré sii na rovnakom mieste vo vSetkych deviatich Stvorcoch.
Policka A tak st rozmiestnené v istom $tvorci 9 x 9, ako vidime na obrazku vlavo. Pre
policka B ho to podobne.

Ale o |Alo o |A A A A
o o o B B
Alo o|Afo° oA A A A
o o o B B
Alo °o|Alo oA A A A

Uvazujme lod v polohe, pri ktorej obklopuje policko A v strede Stvorca 9 x 9. Aby
tato lod bola zasiahnutd, musi v niektorom z dsmich jej policok stat B. Ak sa jednd
o jedno zo styroch modrych policok oznacenych bodkou, tak oznacenie bodkou maju
na obrazku vlavo vSetky policka B z néasho Stvorca 9 x 9, v ktorom teda moéZeme
najst stvorce 3 x 3 bez zasahu, dokonca aj bez bodiek — jeden zo Styroch takych je
na rovnakom obrazku vlavo vyznadeny. Ak je uvaZovand lod zasiahnutd v jednom zo
styroch poli¢ok v jej rohoch, mdZeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze sa
jednd o lavy horny roh (inak staéi Stvorec na obrazku vlavo pootocit). V uvazovanom
Stvorci 9 X 9 sa potom nachadzaju prave 4 policka B — pozri obrazok vpravo, v ktorom
s navySe vyznacené dva z 6smich Stvorcov 3 X 3 bez zdsahu.]

Na pldne 7 X 7 hrdme hru lode. Nachadza sa na nej jedna lod 2 x 3. Mozeme sa
spytat na Iubovolné poli¢ko planu, a ak lod zasiahneme, hra konc¢i. Ak nie, pytame sa
znova. Uréte najmensi pocet otdzok, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod zasiahli.
[58-B-1-4]

Na pléne 5 x 5 hrame hru lode. Zo styroch polic¢ok pldnu je vytvorend jedna lod majica
niektory z tvarov na obrazku.

q |_|! [

Mézeme sa spytat na lubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra konéi. a) Na-
vrhnite osem poli¢ok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu zdsahu lode.
b) Zdbévodnite, ze sedem otazok vo vSeobecnosti takt istotu nedava. [58-B-II1-2]
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