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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia tloh doméceho kola kategorie C

1. Urcte vsetky dvojice (m,n) prirodzenych cisel, pre ktoré plati
m+ s(n) =n+ s(m) = 70,

pricom s(a) oznacuje ciferny siucet prirodzeného ¢isla a. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Obe cisla m a n sa evidentne dvojciferné. Nech teda m = 10a + b a n =
= 10¢ + d, pri¢om a, b, ¢, d su cifry desiatkovej stustavy (a # 0 # ¢). Podla zadania méa
platif

m+ s(n) = (10a +b) + (c + d) = 70, (1)
n+s(m) = (10c +d) + (a + b) = 70. (2)
Od¢éitanim druhej rovnice od prvej dostaneme 9(a — ¢) = 0, a teda a = c. Zame-
nou ¢ za a obe rovnice (1) a (2) prejdi na rovnakd rovnicu 1lla + (b + d) = 70.

Vzhladom na to, ze 0 < b+ d < 18, ziskame pre a odhady 52 < 11a < 70. Z toho
bezprostredne vyplyva, ze bud a = 5, alebo a = 6. V prvom pripade (pre a = ¢ =
= 5) potom z podmienky 1la + (b + d) = 70 dostaneme b + d = 15, t.j. (b,d) €
€ {(6,9),(7,8),(8,7),(9,6)}. V druhom pripade (pre a = ¢ = 6) dostavame b+ d =
=4, a teda (b,d) € {(0,4),(1,3),(2,2),(3,1),(4,0)}. Skaska nie je nutnd, lebo mame
zarucenu platnost oboch rovnic (1) a (2).

Zdver. Uloha méa 9 riefeni, ktorymi st dvojice (m,n) € {(56,59),(57,58), (58,57),
(59, 56), (60, 64), (61,63), (62, 62), (63,61), (64, 60)}.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Urc¢te vSetky dvojciferné cisla, ktoré st rovné trojnasobku svojho ciferného suctu.
[Oznaé¢me n = ab, potom n = 10a + b = 3(a + b), t.j. Ta = 2b. Kedze ¢isla 2 a 7
st nestudelitelné, je b=7a a =2 (a #0), a teda n = 27]

N2. Urcte vsetky dvojciferné ¢isla, ktoré st rovné suctu svojej desiatkovej cifry a druhej
mocniny jednotkovej cifry. [Pre hladané ¢islo n = ab plati n = 10a + b = a + b2, t.].
9a = b(b — 1). Vzhladom na to, Ze ¢isla b a b — 1 st nesudelitelné, je bud 9|b, alebo
9| (b — 1). Zadaniu tlohy vyhovuje iba n = 89.]

N3. Urcte vsetky prirodzené cisla n, pre ktoré plati

n+ s(n) = 2019,

pri¢om s(n) oznacuje ciferny sucet éisla n. [69-C-S-1]

N4. V roku 2000 Alena zistila, Ze jej vek je rovny suctu cifier roku, v ktorom sa narodila.
Kolko m4 rokov v roku 20207 [Stéet cifier roku jej narodenia je rovny nanajvys 28
(=14+94+9+9). Rok jej narodenia je teda Stvorciferné éislo tvaru 19zy, pre ktoré
plati 2000 — 192y = 1+ 9+ +y. Z toho po uprave mame 90 = 11x + 2y, odkial zrejme
x =8 ay = 1. Vek Aleny v roku 2020 je teda 39 rokov.]

D1. Urcte vsetky stvorciferné ¢isla, ktoré su styrikrat mensie ako ¢islo napisané rovnakymi
ciframi, avSak v opa¢nom poradi. [Ozna¢me abcd hladané ¢islo. Potom plati 4 - abed =
= dcba. Cifra a musi byt parna a stiéasne a < 2. Teda a = 2, a teda d = 8. Jedinym
rieSenim je potom ¢islo 2178.]

D2. Néjdite vsetky Stvorciferné &isla abced s cifernym stétom 12 také, ze ab — cd = 1.
[69-C-1-1]
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2. Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n mozZno tabulku n x n vyplnit ¢islami 2 a —1 tak,
aby sucet vsetkych cisel v kazdom riadku a v kaZdom stlpci bol rovny 0. (Jén Mazak)

Riesenie. Zvolme Iubovolny riadok (prip. stipec) §tvorcovej tabulky n x n, ktora je
vyplnena ¢islami 2 a —1. Ozna¢me v nom d pocet Cisel 2 a p pocet ¢isel —1. Potom
d + p = n a podla zadania Glohy mé platif tiez 2d — p = 0. S¢itanim tychto dvoch
rovnosti dostaneme 3d = n, ¢o znamené, Ze ¢islo n je nutne delitelné tromi, t.j. n = 3k,
pricom k je prirodzené ¢islo.

Ukézeme, Ze tato podmienka je aj postacujica. Pre Iubovolné n = 3k rozdelime
tabulku n x n zrejmym spésobom na k2 mensich tvorcovych tabuliek 3 x 3. Lahko sa
vidi, Ze kazd z tychto mensich tabuliek 3 x 3 mozno vyplnit pozadovanym spdsobom —
napriklad tak, ze ¢isla 2 napiSeme do vSetkych troch policok jednej z jej diagonal a do
Siestich zvysnych policok tejto tabulky napiseme ¢isla —1. Cela stvorcova tabulka n x n
potom spliia podmienku tlohy, kedZe ju spliia kazdé z k? vytvorengch tabuliek 3 x 3.

Zdaver. Danym sposobom mozno vyplnit prave tie tabulky n x n, kde n je prirodzené
Cislo, ktoré je delitelné tromi.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Rozhodnite, ¢i mozno Stvorcovu tabulku 3 x 3 vyplnif prirodzenymi ¢islami od 1 do
9 tak, aby kazdé cislo bolo pouzité prave raz a sacet vsetkych Cisel v kazdom riadku
a v kazdom stipci bol delitelny a) dvoma, b) troma. [a) Neda sa — ak by sucet &isel
uz len v kazdom riadku tabulky bol delitelny dvoma, bol by aj stucet vsetkych ¢isel
v tabulke delitelny dvoma. Ich stcet je vak rovny 45. b) Ano — lahko mozno najst
konkrétny priklad.]

N2. Rozhodnite, pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno stvorcovu tabulku n X n vyplnit ¢islami
1 a —1 tak, aby sadet vietkych ¢&isel v kazdom riadku a v kazdom stipci bol rovny 0.
[Pre kazdé parne ¢islo n mozno tabulku n X n pozadovanym spoésobom vyplnit podla
vzoru &ierno-bielej Sachovnice. Pre neparne n sa to ned4, lebo v ziadnom riadku (stipci)
nemoéze byt rovnaky podcet ¢isel —1 a 1.]

N3. Rozhodnite, ¢i mozno $tvorcova tabulku 3 X 3 vyplnit prirodzenymi ¢islami od 1 do 9
tak, aby kazdé cislo bolo pouzité prave raz a aby stucet vsetkych cCisel v kazdom riadku,
v kazdom stipci aj na oboch uhloprie¢kach bol rovnaky (dostaneme tzv. magicksy
Stvorec). [Kedze sucet danych deviatich &isel je rovny 45, musi byt stcet vSetkych ¢isel
v kazdom riadku a v kazdom stipci rovny 45 : 3 = 15, ¢o je neparne &islo. Neparnych
éisel je v tabulke o jedno viac ako parnych. Navyse 1+9 =248 =3+7=4+6 = 10.
Ak je teda v prostrednom policku tabulky éislo 5, Tahko nidjdeme konkrétny priklad
mozného vyplnenia tejto tabulky.]

D1. Tabulka 3 X 3 je vyplnena navzajom roéznymi prirodzenymi ¢islami tak, ze v kazdom
riadku aj stipci je stiéet krajnych é&isel rovny &islu napisanému medzi nimi. Zistite, aké
najmensie ¢islo moéze byt napisané uprostred tabulky. [69-C-S-2]

D2. Kolkymi spésobmi mozno do poliéok tabulky 2 x 3 vpisat &isla {1,2,3,4,5,6} tak, aby
kazdé bolo pouzité prave raz a aby siiCet vSetkych cisel v kazdom riadku a v kazdom
stipci bol delitelny troma? [Matematicky klokan 2018, kat. Junior, iloha 21 (48 moz-
nosti).]

3. V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB oznacme postupne I a U stred
kruznice jemu vpisanej a dotykovy bod tejto kruznice s odvesnou BC. Urcte, aky je
pomer |AC| : |BC|, ak st uhly CAU a CBI zhodné. (Jaroslav Zhouf)

Riesenie. Oznac¢me V, W dotykové body kruznice vpisanej trojuholniku ABC' po-
stupne so stranami AC, AB a o jej polomer. Lahko sa vidi, Ze Stvoruholnik CVIU
je Stvorec so stranou dizky o. Z osovjch stimernosti podla priamok Al a BI tak pri
zvy&ajnom oznaleni diZok odvesien trojuholnika ABC vyplyva

|AW| =|AV|=b—p a |BW|=|BU|=a—op.
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7 toho dostédvame vyjadrenie dizky prepony AB v tvare

|AB| = |AW| + |BW| = a + b — 2o,

takze podla Pytagorovej vety plati rovnost a? + b* = (a + b — 20)2.

A

Obr. 1

A7 teraz vyuzijeme podmienku tlohy, podla ktorej sa pravouhlé trojuholniky ACU
a BUI zhoduju v ostrych uhloch pri vrcholoch A a B (vyznacenych na obr. 1). Kedze
sa (vo vSeobecnosti) zhoduju aj v odvesnach CU a UlI, v naSej situacii sa jedna (podla
vety usu) o dva zhodné trojuholniky. To nas vedie k rovnosti |AC| = |BU], ¢ize b =
=a — o, teda p = a—b. Dosadenim takého o do vyssie upravenej rovnosti z Pytagorovej
vety dostaneme

a® +b* = (3b — a)>.

Po roznasobeni a jednoduchej tprave vyjde b(4b — 3a) = 0, odkial 3a = 4b.
Zaver. Pre hladany pomer plati |[AC|: |BC|=b:a=3:4.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Nech D, E, F st dotykové body kruznice vpisanej trojuholniku ABC postupne so
stranami BC, CA, AB. Pomocou ich dlzok a, b, ¢ vyjadrite dlzky tsekov, na ktoré
body D, E, F rozdeluju jednotlivé strany. [Plati |AE| = |AF| = s—a, |BF| = |BD| =
=s—0b,|CD|=|CE|=s—c, pricom 2s =a+ b+ c.]

Dizky stran trojuholnika sti v metroch vyjadrené celymi ¢islami. Uréte ich, ak ma
trojuholnik obvod 72 m a ak je najdlhsia strana trojuholnika rozdelena bodom dotyku
vpisanej kruznice v pomere 3 : 4. [61-C-I-2]

Oznacme S stred zékladne AB daného rovnoramenného trojuholnika ABC'. Predpo-
kladajme, Ze kruznice vpisané trojuholnikom ACS, BCS sa dotykaja priamky AB
v bodoch, ktoré delia zdkladiiu AB na tri zhodné diely. Vypoéitajte pomer |AB]| :
:|CS|. [61-C-8-2]

Néjdite vsetky pravouhlé trojuholniky s celoéiselnymi dlzkami stran, ktorgch kruznica
vpisand ma polomer 2. [69-C-S-3]

Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB. Kolmym priemetom kruznice
vpisanej danému trojuholniku na preponu AB je tsecka M N. Dokézte, ze stred
kruznice vpisanej trojuholniku ABC je stic¢asne stredom kruznice opisanej trojuholniku
MNC'. [Oznaéme I stred kruznice vpisanej a U, V, W postupne jeho kolmé priemety
na strany BC, CA, AB. Trojuholniky IMW INW a IV C sa zrejme zhodné rovno-
ramenné pravouhlé trojuholniky (s odvesnami velkosti ¢ polomeru vpisanej kruznice,
lebo |[M N| = 2p). Preto |[IM| = |IN| = |IC|.]
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4. Urcte, aké hodnoty moze nadobidat vijraz

a+bc b+ca c+ab
- - ,
a-+b b+ec c+a

ak siu a, b, ¢ kladné redlne cisla so suctom 1. (Michal Rolinek, Pavel Calabek)

RieSenie. Zlomky v danom vyraze maji zmysel, pretoze ich menovatele s podla
zadania kladné ¢isla. Vdaka podmienke a + b + ¢ = 1 pre prvy zlomok plati

atbe (a+b)+(be—-b) . , 1-c_, ,atd .
a+b a+b a+b a+b

Analogicky druhy, resp. treti zlomok nadobtida postupne hodnoty 1 — ¢, resp. 1 — a.
Z toho vyplyva

a+bc b+ca c+ab
+ +

a+b b+c c—l-a:(1_b)+(1_c)+(1_a):3—(a+b+c):2,

¢o je za podmienok ulohy jedind mozna hodnota daného vyrazu.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Nech a, b, ¢ sit nenulové redlne ¢isla, ktorych stcet je rovny 0. Urcte, aké hodnoty moze
nadobudat vyraz
(a—0b)2+(b—1c)?+(c—a)?
3(ab + be + ca) ’

[Vyuzite identitu a? + b2 + ¢ = (a+ b+ c)? — 2(ab+ bc + ca). Hodnota daného vyrazu
je rovna —2.]
N2. Nech a, b, ¢ sit nenulové redlne cisla, ktorych sacet je rovny 0. Dokazte, ze plati

1 1 1 246242
n n _a + 0% +c .
a+b b+c c+a 2abc

[Menovatele zlomkov na lavej strane nahradte ¢islami —c¢, —a, —b a po séitani takto
upravenych zlomkov uplatnite rovnaku identitu ako pri rieSeni N1.]
N3. Nech z, y, z st kladné redlne ¢isla, ktorych suéin je rovny 1. Dokazte, Ze plati rovnost

1 1 1
+ +
l+xz+2y 14+y+yz 1+2z+4 2z

[Prvy zlomok rozsirte z, druhy zz a trikrat vyuzite podmienku zyz = 1.]
D1. Ak realne é&isla a, b, c spliiaji rovnicu

a3—|—b3+c3—3abc:0,

tak plati a + b+ ¢ = 0 alebo a = b = c¢. Dokéazte. [18-B-I-1]

D2. Uré¢te najmensiu moznd hodnotu vyrazu (1 + a1)(1 + a2)(1 + a3), ak su a1, ag, a3
kladné reélne éisla, ktorych suéin je rovny 1. [Dokézte a potom medzi sebou vynésobte
nerovnosti 1+ a; = 2,/a; pre i = 1,2, 3.]

D3. Pre nezaporné redlne cisla a, b, ¢ plati a + b 4+ ¢ = 1. Najdite najviacsiu a najmensiu
moznu hodnotu vyrazu

(a+b)?%+(b+c)?+ (c+a)?.
[69-C-11-4]
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5. Dany je trojuholnik ABC' s taZiskom T. Na priamkach AT a BT st zvolené postupne
body E a F tak, Ze stvoruholnik TECF' je rovnobeznik. Dokdzte, Ze usecky AC a BC
delia usecku EF' na tri zhodné castu. (Tomas Jurik)

Riesenie. Ozna¢me S, S, postupne stredy stran BC, AC daného trojuholnika ABC
a X, Y postupne priesec¢niky dvojic useciek EF a BC, EF a AC. Napokon, nech P je
priesecnik uhlopriec¢ok rovnobeznika T'EC'F'. Zhodnost a rovnobeznost jeho protilahlych
stran je vyznacena na obr. 2.

C

Obr. 2

Kedze S, je stredom strany BC a AE || CF, je tsecka T'S, strednou prieckou
v trojuholniku BCF a jej dlzka je polovicou dizky tse¢ky CF, teda aj polovicou
dlzky tsecky TE. Bod S, je teda stredom strany TE v trojuholniku TEC. Z toho
vyplyva, ze bod X je jeho taziskom, lebo tisecky C'S, a E'P su jeho taznicami, ktoré sa
pretinaju prave v bode X. Analogicky Y je taziskom trojuholnika C F'T, ktory je navySe
stimerne zdruzeny s trojuholnikom TEC podla stredu S. Z vlastnosti dlzok tsekov,
ktoré vytinaju taziskd X a Y na tazniciach EP a F'P v zhodnych trojuholnikoch TEC
a C'F'T, uz bezprostredne vyplyva tvrdenie tlohy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech D, E st postupne stredy stran AB, BC trojuholnika ABC a F je stred
usecky AD. Dokazte, ze priamka CD rozpoluje usecku EF. [68-C-S-3]

N2. Na strane AB trojuholnika ABC st dané body D a FE tak, ze |AD| = |DE| = |EB|.
Body A a B st postupne stredmi useciek CF a CG. Priamka CD pretina priamku F' B
v bode I a priamka CE pretina priamku AG v bode J. Dokéazte, Ze priesecnik priamok
AI a BJ lezi na priamke F'G. [68-C-I-2]

N3. Dany je trojuholnik ABC' s taziskom T'. Oznacéme M stred strany BC'. Na polpriamke
opacnej k BA lezi bod D taky, ze |AB| = | BD|. Podobne na polpriamke opacnej k C A
lezi bod E taky, ze |AC| = |CE|. Use¢ky T'D, TE pretinaju stranu BC postupne
v bodoch P, Q. Dokéazte, ze body P, Q, M rozdeluja tsecku BC na $tyri rovnako dlhé
dasti. [8. CPS MO juniorov (2019). Pre dokaz, ze P je stred BM, uvazujte strednt
prie¢ku BS v trojuholniku ADT. Usec¢ka TP je strednou prieckou v trojuholniku
BMS.]

6. Na tabuli je napisanych niekolko prirodzenyjch ¢isel od 1 do 100, pricom Ziadne z nich
nie je delitelné dvojcifernym prvocislom a siucin Ziadnych dvoch z nich nie je druhou
mocninou prirodzeného cisla.

a) Uréte najvicsi mozny pocet cisel na tabuli.

b) Urcte najvicsi mozny sucet ¢isel na tabuli. (Jaromir Sims3a)
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Riesenie. Kazdé ¢islo, ktoré je napisané na tabuli, ma jednoznac¢ne urceny prvociselny
rozklad n = 2% - 3% . 5°. 7% pricom a, b, ¢, d st vhodné celé nezdporné ¢&isla. Podla
parit ¢isel v Stvorici (a, b, ¢, d) zavedieme ,typ* ¢isla n ako Stvoricu (A, B, C, D), pricom
kazdé z pismen je bud pismeno P (znak pre parne ¢islo), alebo pismeno N (znak pre
nepéarne ¢islo). Teda napriklad ¢islo 60 s rozkladom 22 - 31 - 51 - 7% je typu (P, N, N, P).

Uvedomme si, ze prirodzené ¢islo je druhou mocninou prave vtedy, ked v jeho
rozklade na sucin prvocisel ma kazdé prvocislo parny pocet zastupeni. Také zastupenie
zrejme maju prvocisla v rozklade si¢inu A - B prave tych ¢isel A a B z tabule, ktoré st
toho istého typu. Preto je podmienka tilohy pre stuciny dvojic ¢isel splnend prave vtedy,
ked kazdé dve ¢isla napisané na tabuli maju rozny typ.

Obe zadané tlohy budeme riesit sicasne. V prvej z nich mame zistit, aky najvacsi
pocet ¢isel moze byt na tabuli napisany. Odpoved je podla predchadzajiceho odseku
rovna poctu tych zo zavedenych typov (A, B, C, D), ktoré maji medzi ¢islami od 1 do
100 svoje zastupenie. Budu to zrejme prave tie typy, ktorych najmensi zdstupca je ¢islo,
ktoré neprevysuje 100.

Vsetkych typov (A, B,C, D) je zrejme 2* = 16. Pre kazdy z nich preto najskor
uréime najmensie ¢islo k tohto typu. Bude nim uréite ¢islo k& = 2% - 3% . 5¢ . 79,
pricom najmensie mozné mocnitele a, b, c,d € {0,1} vyberieme podla Stvorice znakov
(A,B,C,D) — pozri prvé dva stipce niz$ie uvedenej tabulky. Chybaji v nej typy
(P,N,N,N) a (N, N,N,N), lebo pre ne st najmensi zastupcovia k = 3-5-7 = 105

.....

tabuli je rovny 16 — 2 = 14. (Prikladom je 14 hodnét k z tabulky.)

(P,P,P,P) k=1 K =10% =100
(N,P,P,P) k=2 K=2.7=08
(P,N,P,P) k=3 K=3-52=175
(P,P,N,P) k=5 K=5-4*=80
(P,P,P,N) k=17 K=7-32=63
(N,N,P,P) k=2-3=6 K =6-4>=96
(N,P,N,P) k=2-5=10 K=10-32=90
(N,P,P,N) k=2-7=14 K =14-2% =56
(P,N,N,P) k=3-5=15 K =15-22 =60
(P,N,P,N) k=3-7=21 K=21-22=84
(P,P,N,N) k=5-7=35 K =35
(N,N,N,P) k=2-3-5=30 K =230
(N,N,P,N) k=2-3-T=42 K =42
(N,P,N,N) k=2-5-7T=70 K="170

Druhou tlohou je urcenie najvéacsieho mozného suctu cisel na tabuli. Ten zrejme
dostaneme tak, Ze ku kazdému zo 14 moznych typov najdeme jeho najvicsieho za-
stupcu K medzi ¢islami od 1 do 100, a tychto 14 hodn6t K potom s¢itame. Pri kazdom
type vsak uz pozname jeho najmensieho zastupcu k, takze prvych desat! najmensich

! Jedenaste ¢islo 122 -k nebudeme v nasom rieseni potrebovat pre Ziadny zo 14 moznyjch typov, vlastne
uz 102 - k je pre kazdé k > 1 vicsie ako 100.



Cisel tohto typu méa urcite tvar
k, 2%k, 3%k 4%k, ..., 10% - k.

Cislo K teda uréime ako najvicsie z nich, ktoré este neprevysuje 100, a potom ho pre
kazdy typ zapiSseme do tretieho stipca tabulky.

Ako sme uz uviedli skér, v tabulke je uvedenych iba 14 zo 16 moznych typov. Cisla
zvy$nych dvoch typov (P, N, N, N) a (N, N, N, N) na tabuli napisané byt nemozu, lebo
pre sucin troch nutne zastupenych prvocisel 3, 5 a 7 plati 3-5-7 = 105 > 100. Odpoved
na Cast a) tlohy tak znie: Najvi¢si mozny pocet ¢isel napisanych na tabuli je rovny 14.

Pre cisla napisané na tabuli dosiahneme najvacsi sucet, ak scitame najvdcsie
pripustné &sla z kazdého zo 14 moznjch typov, ktoré sme zapisali do pravého stipca
tabulky. Z toho vyplyva odpoved na ¢ast b) tlohy: Najvicsi mozny sicet na tabuli
napisanych cisel je

100 4+ 98 + 75 + 80 + 63 + 96 4 90 4 56 + 60 + 84 + 35 + 30 + 42 4 70 = 979.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Aky je najviac¢si mozny pocet &isel, ktoré sa daju vybrat z mnoziny {1,2,...,2019}
tak, aby sucin ziadnych troch z vybranych &isel nebol delitelny deviatimi? Uvedte
[68-C-5-1]

N2. Aky je najmensi mozny sucet Styroch prirodzenych cisel takych, ze dvojice vytvorené
z tychto ¢isel maji najvicsie spolo¢né delitele 2, 3, 4, 5, 6 a 97 Uvedte priklad vyho-
vujucej Stvorice s takym sictom a zdovodnite, preco neexistuje vyhovujtaca stvorica
s mensim suctom. [68-C-1I-2]
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