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1. Slavka si napisala farebnymi firkami Styri rozne prirodzené€ cisla: ¢ervené, modre,
zelené a zlté. Ked éervené c¢islo vydeli modrym, dostane ako neuplny podiel zelené éislo
a ZIté predstavuje zvySok po tomto deleni. Ked vydeli modré c¢islo zelenym, vyjde jej
delenie bezo zvysku a podielom je cislo Zlté. Slavka prezradila, Ze dve z jej Styroch cisel
st 97 a 101. Urcte ostatné Slavkine c¢isla a priradte jednotlivym cislam farby. Ndjdite
vSetky moznosti. (Michaela Petrova)

Napad. Ktoré z uvedenych farieb nemozu mat ¢isla 97 a 1017

Riesenie. Cisla si oznac¢ime pociatoénymi pismenami podla ich farby, teda ¢, m, z, 2.
Informécie o deleni potom moézeme zapisat takto:

c=m-z+2, m=z-2z.

KedZe ¢isla maja byt navzajom rdzne, z druhej rovnosti vyplyva, Ze z ani Z nie
je 1. To znamena, ze m je Cislo zlozené. Dosadenim druhej rovnosti do prvej dostavame

Z predchadzajtuceho vieme, 7e ako z? + 1, tak # nie st 1, teda aj ¢ je ¢islo zloZené.
Vzhladom na to, Ze obe ¢isla 97 a 101 su prvocisla, nemoze byt ziadne z nich ani
modré, ani cervené.

Jedno z cisel 97 a 101 je preto zlté a jedno zelené. Zvysné cisla dopocitame
z uvodnych vztahov:

z z m &
97 101 9797 989 594
101 97 9797 950410

Pozndmka. Ulohu mozno riesif aj postupnym ska$anim moznosti: dvojice znamych
¢isel sa dosadia do ivodnych rovnosti a overi sa existencia zvysnej dvojice cisel. Napr.
dosadenie ¢ = 101 a m = 97 urcuje z prvej rovnosti z = 1 a Z = 4, ¢o vSak nevyhovuje
rovnosti druhej. Tymto spdésobom by sa muselo prebrat 12 moZnosti.

Akykolvek dodatoény postreh moze znizit pocet moznosti na overovanie. Napr.

.....

.....

v t4 . . 7 t
moznostou sa nie je nutné zaoberat.



2. Najdite vsetky dvojice mezdpornych celych cisel x a jednocifernych prirodzenych
cisel y, pre ktoré plati

x
—+1=uay.
Y

Zapis na pravej strane rovnosti oznacuje periodicke cislo. (Karel Pazourek)

Napad. Existuje nejaké stuvislost medzi desatinnymi rozvojmi ¢isel % +1a %?

Riesenie. Aby % + 1 bolo periodické ¢islo s jednocifernou peridédou, musi byt aj %
periodické ¢islo s jednocifernou periddou. Kedze % =x- i, musi t4 istd podmienka
platit aj pre ¢islo i Medzi prirodzenymi ¢islami 1 az 9 je tdto podmienka splnend iba
v troch pripadoch, ktoré postupne rozoberieme:

e Pre y =3 je i = 0,3. Teda diskutovana rovnost je tvaru
x

1
Z 41 = Z
3+ fU+3,

¢o po uprave dava x = 1.
e Pre y = 6 je % =0,16. Teda 0,6 = 10- g — 1 = 2 a diskutované rovnost je tvaru

3
S P
i =2 =,
6 3

¢o po uprave dava r = % To ale nie je celé ¢islo.
e Pre y =9 je % =0,1. Teda 0,9 =9 - % =1 a diskutovana rovnost je tvaru

T
Z41= 1
g Fl=a+1,

¢o po uprave dava x = 0.
Uloha m4 dve rieSenia: x =1,y =3az =0,y =9.

Poznamky. Kedze % =01, je & = 0,7 a diskutovani rovnost mozno vyjadrit ako

<

x
—+1l=x+ =.
Y 9
Pre kazdé jednociferné prirodzené ¢islo y staci dorieSif prislusnti linedrnu rovnicu
a overit nezapornost a celociselnost . Takto dostaneme dve rieSenia uvedené vyssie.
Predchadzajticu rovnost je mozné dalej upravovat, napr. takto:

9z + 9y = Yzy + 3>
9z +y—ay) =y’
Pre Tubovolné celé ¢isla  a y je vyraz na pravej strane delitelny 9. Teda aj ¢islo y? musi
byt delitelné 9, takze ¢islo y musi byt delitelné 3. Medzi ¢islami 1 az 9 stac¢i overovat

iba y = 3, 6 a 9. Takto sme dospeli k tomu istému obmedzeniu moznosti ako v postupe
uvedenom vyssie.



3. V rovnostrannom trojuholniku ABC' je bod T jeho taZiskom, bod R je obrazom bodu T
v 0sove] sumernosti podla priamky AB a bod N je obrazom bodu T v osovej sumernosti
podla priamky BC'. Urcte pomer obsahov trojuholnikov ABC a TRN.

(Eva Semerddova)

Napad. Co viete o fazisku rovnostranného trojuholnika?

RiesSenie. V rovnostrannom trojuholniku je tazisko prieseénikom vysok. Obrazy taziska
v osovych stmernostiach podla stran trojuholnika preto lezia na prislichajicich (pre-
dlZzenjrch) fazniciach, ¢ize vyskach. Preto trojice bodov C,T, R, resp. A, T, N lezia na
priamkach. Priesecniky tychto priamok so stranami trojuholnika oznacime S, resp. P.

Tazisko deli faznicu v pomere 2 : 1, teda
|CT| =2|TS|, resp. |AT|=2|TP]|.
V osovej simernosti s vzdialenosti vzoru a obrazu od osi rovnaké, teda
|ITR| =2|TS|, vresp. |TN|=2|TP|.

Celkom z toho odvodzujeme, zZe dvojice useciek C'T' a T R, resp. AT a T'N sa zhodné.
NavySe (vrcholové) uhly ATC a NTR st zhodné, teda trojuholniky TC'A a TRN st
zhodné (podla vety sus), preto maju rovnaky obsah.

Pomer obsahov trojuholnikov ABC' a TRN je rovnaky ako pomer obsahov troj-
uholnikov ABC a ACT. Trojuholniky ABC' a AC'T maju spolo¢na stranu AC' a zod-
povedajuce vysky v pomere 3 : 1; v tom istom pomere st aj ich obsahy. Pomer obsahov
trojuholnikov ABC a TRN je 3 : 1.

Pozndmka. Predchadzajuce rieSenie bolo zaloZzené na znalosti polohy taziska na faznici.
Aj bez tohto poznatku mozno tlohu doriesit s pouzitim dal$ich vlastnosti vyplyvajacich
zo zadania, napr.:

e Trojuholnik ABC je tvoreny tromi navzajom zhodnymi trojuholnikmi ABT, BC'T
a ACT, prip. siestimi trojuholnikmi, z ktorych kazdy je zhodny s trojuholnikom
TSB.



e Trojuholniky TRB a T'N B su rovnostranné, navzajom zhodné.
e Stvoruholnik TRBN je kosostvorec, ktory je uhloprie¢kami rozdeleny na $tyri
trojuholniky, z ktorych kazdy je zhodny s trojuholnikom 7'SB.

Odtial pomer obsahov trojuholnikov ABC a TRN je 6:2=3: 1.

4. Na stene bolo napisané dvakrdt to isté pdtciferné céislo. Pat pred jeden zdpis éisla
pripisal jednotku, Mat pripisal jednotku za ten druhy zdpis cisla. Tym dostali dve
Sestciferné cisla, z ktorych jedno bolo trikrdt vicsie ako druhé. Ktoré pitciferné c¢islo
bolo povodne napisané na stene? (Libuse Hozova)

.....

..........

.....

Povodne napisané pitciferné ¢islo ozna¢ime x. Patova tprava déava ¢islo 100 000 +
+ x, Matova uprava dava cislo 10z + 1 a plati

10z + 1 = 3(100 000 + ),
Tz = 299999,
z = 42857.

Na stene bolo p6évodne napisané dvakrat c¢islo 42 857.

.....

by sme dostali
100000 4+ =z = 3(10z + 1),

99997 = 29z.
To vSak nevedie k celoé¢iselnému rieseniu (zvySok po deleni 99997 : 29 je 5).

Ulohu je mozné riesif ako algebrogram. Obe uvedené moznosti zodpovedaji po-
stupne nasledujicim zadaniam:

labcecde abcdel
X 3 X 3
abcdel labecde

V prvom pripade postupne nepriamo dopliame e =7, d =5,c=8,b =2, a = 4, ¢o
zodpoveda rieseniu uvedenému vyssie. V druhom pripade postupne priamo dopliiame
e=3,d=9,¢=17 b= 3, a =1, ¢co vsak vedie ku sporu: prva cifra vo vysledku
vychadza 4 a nie predpisand 1.

5. Na ihrisku su nakreslené tri rovnako velké kruhy. Rozostavte 16 kolkov tak, aby
v kaZdom kruhu stalo 9 kolkov. Najdite aspon osem podstatne odlisnych rozostavent,
t.j. takych rozostavent, pri ktorych sa nerozlisuju kolky ani kruhy. (Libuse Hozova)

Napad. Mo6zu niektoré kolky byt stcasne vo vSetkych troch kruhoch? Ak &no, kolko
najviac?

Riesenie. Kolky v kruhoch predstavuju prvky v mnozinach: hladdme tri mnozZiny po
9 prvkoch, ktorych zjednotenie mé 16 prvkov. Vztahy medzi mnozinami zndzornime
nasledovne (pismend a az g oznacuju pocty prvkov v prislichajicich podmnozinach):

4



a
(A

Staci sa sustredit iba na b, d, e, f, lebo zvy$né tri nezndme st tymito Styrmi iplne
urcené:
a=9—-b—e—d, ¢c=9—-b—e—f, g=9—d—e—f. (1)
Pomocou tychto vztahov tiez dostavame obmedzenie

a+b+c+d+e+f+9g=27T—-b—d— f—2e =16,

teda
b+d+ f+2e=11. (2)

Diskusiu mézeme viest vzhladom na spoloény prienik vSetkych troch mnozin;
mozné hodnoty e a pre kazdu z nich ndjdeme nezaporné celé ¢isla b, d, f, ktoré vyhovuja
obmedzeniu (2) a pre ktoré ¢isla v (1) st tiez nezaporné. Trojice b, d, f néas zaujimaju
az na poradie, takze si ich pre poriadok vhodne usporiadame (zdmena poradia vedie
k rieSeniu, ktoré nie je podstatne odlisné od pévodného):

Pre e = 5 dostavame b+ d + f = 1, teda

b d f a c
1 0 0 3 3 4

Pre e = 4 dostavame b+ d + f = 3, teda

b d f a c g
3 0 0 2 2 5
2 1 0 2 3 4
1 1 1 3 3 3
Pre e = 3 dostavame b+ d + f = 5, teda
b d f a c g
) 0 0 1 1 6
4 1 0 1 2 )
3 2 0 1 3 4
3 1 1 2 2 4
2 2 1 2 3 3




Pre e = 2 dostavame b+ d + f = 7, teda

b d f a c g
7 0 0 0 0 7
6 1 0 0 1 6
5 2 0 0 2 5
) 1 1 1 1 )
4 3 0 0 3 4
4 2 1 1 2 4
3 3 1 1 3 3
3 2 2 2 2 3
Pre e = 1 dostavame b+ d + f = 9, teda
b d f a c g
7 1 1 0 0 6
6 2 1 0 1 5
5 3 1 0 2 4
5 2 2 1 1 4
4 4 1 0 3 3
4 3 2 1 2 3
3 3 3 2 2 2
Pre e = 0 dostavame b+ d + f = 11, teda
b d f a c g
7 2 2 0 0 5
6 3 2 0 1 4
5 4 2 0 2 3
5 3 3 1 1 3
4 4 3 1 2 2

Pripadné znazornenie jednotlivych rieSeni je ocividné. Pre ilustraciu uvadzame
rozmiestnenie zodpovedajuce jedinému rieseniu v pripade e = 5:

6



Pozndmky. Osem podstatne odlisnych rieSeni mozno tiez najst prostym (trpezlivym)
sktiSanim. V tomto duchu moze byt prehladnejSie v danej Sesnastprvkovej mnozine
vyberat tri devifprvkové podmnoziny tak, aby Zziadny prvok nezostal na ocot. Napr.
vysSie znazornené riesenie zodpoveda nasledujicemu vyberu:

Vseobecny vzfah medzi poc¢tami prvkov mnozin, ich prienikmi a zjednotenim
popisuje tzv. princip inkliuzie a exklizie, pozri poznamky za riesenim tulohy Z8—-I-5.

e

6. Jozef a Maria objavili na dovolenke pravidelny ihlan, ktorého podstavou bol Stvorec
so stranou 230m a ktorého vyska bola rovnd polomeru kruhu s rovnakym obvodom
ako ma podstavny Stvorec. Maria oznacila vrcholy stvorca ABCD. Jozef vyznacil na
priamke spdjajicej bod B s vrcholom ihlana taky bod E, Ze dizka lomenej ciary AEC
bola najkratsia mozind. Urcte dizku lomenej Ciary AEC zaokrihleni na celé centimetre.

(Marie Krejcova, Frantisek Steinhauser)

Napad. V akom vztahu boli tsecky AE a C'E vzhladom na priamku spajajicu bod B
s vrcholom ihlana?

Riesenie. Pre lepsiu prehladnost si situdciu zo zadania zndzornime:

Vv



Lomena ¢iara AEC' je najkrat$ia, ked sa po rozvinuti plasta ihlana do roviny javi
ako usecka:

B

Usecky AV a CV st zhodné a rovnako tak tsecky AB a CB. Teda po rozvinuti
plasta do roviny st body A a C stmerné podla priamky BV, preto usecka AC je na
ttto priamku kolmé. Dizka najkratsej moznej lomenej éiary AEC je rovnéa dvojnasobku
velkosti vysky trojuholnika ABV z vrcholu A, a tak ju aj urc¢ime.

Trojuholnik ABV je rovnoramenny, velkost jeho zdkladne pozname, ramend si
preponami pravouhlych trojuholnikov, ktorych jedna odvesna je polovicou uhlopriecky
podstavového Stvorca a druha odvesna je vyskou ihlana:

Polovica uhlopriec¢ky podstavového $tvorca ma (podla Pytagorovej vety) velkost

2
AS| = \/7_ |AB| = 162,635 m.
Vyska ihlana ma (podla informacie zo zadania o obvodoch) velkost
4 .
ISV| = — |AB| = 146,423 m.
27

Hrany prechadzajuce vrcholom ihlana maja (podla Pytagorovej vety) velkost

|AV| = \/|AS|2 + |SV|2 = 218,837 m.

Teraz pozname vsetky strany trojuholnika ABV. Jeho vysku z vrcholu A mézeme
vyjadrit pomocou vysky z hlavného vrcholu V' a dvojakého vyjadrenia obsahu tohto
trojuholnika:



/\E
P

B

Trojuholnik ABV je simerny podla vysky idacej hlavnym vrcholom. Tato vyska
ma (podla Pytagorovej vety) velkost

1
VP = \/\AVP ~ ;[ABJ? = 186.,1841m.

Obsah trojuholnika ABV je rovny 1|AB|-|VP| = 1|BV|-|AE| = }|AV| - |AE|, teda
vyska z vrcholu A ma velkost

|AB| - |V P|

= 195.681 m.
[AV] e

[AE| =

Dlzka najkratsej moznej lomenej ¢iary AEC je
|AEC| = 2|AE| = 391,362 m,

t.]. priblizne 391 m a 36 cm.

Pozndmky. Uvodny postreh s rozvinutym plastom ihlana mozno nahradit nasledujtcou
uvahou: Trojuholniky ABV a BCYV st zhodné, teda aj tsecky AF a EC st zhodné
a dlzka lomenej ¢iary AEC je rovna dvojnasobku dlzky tsecky AE. T4 je najkratsia
mozna, ked je na priamku BE kolma. Sta¢i teda uréit vysku trojuholnika ABV z vr-
cholu A.

V uvedenom rieseni tlohy méze vdaka priebeznému zaokrihlovaniu dochadzat
k neziaducemu hromadeniu chyby. Preto sme radsej zaokruihlovali na celé mm. Vsetky
predchadzajice veli¢iny je tieZz mozné vyjadrit vSeobecne pomocou |AB| a dosadzovat
az do konec¢ného vyrazu. Takto postupne po tpravach dostavame:

2 +8 /72 + 16 | ™2 416
AV = -|AB VP|= -|AB AF| =4/ ——— - |AB|.

Bezne pouzivana priblizna hodnota m = % vedie vo vysledku k chybe medzi 2 a 3 cm.
Porovnanim celkovych rozmerov a proporcii ihlana to vyzera, ze Jozef a Maria boli na
dovolenke v Egypte pri Cheopsovej (resp. Chufuovej ¢i Velkej) pyramide.

K vyjadreniu vysky trojuholnika mozno tiez dospiet so znalostami goniometrickych
funkcii, ich zdkladného vztahu ((sin3)? + (cos 8)> = 1) a kosinusovej vety (|AV|* =
= |ABJ? + |BV|* — 2|AV| - |[BV] - cos ). Tieto znalosti v danej kategérii nemozeme
predpokladat, avsak zvedavi riesitelia sa s nimi moézu zoznamit, prip. porovnat tento
pristup s ostatnymi.
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